DANS LA COLLECTION « THEORIE »

Scrie Recherches

1. Touis Althusser, Pour Marz.

2. Louis  Althusser, .lu-:tqlms Rancidére, Pierr:
Macherey, Lire le Capital 1.

4. Louis  Allhusser, Etienne Balibar, Roge:
Establel, Lire le Capital 11

4. Pierre Maclierey, Pour une théorie de lo pro-
ditction lilléraire,

5. Emmanuel Terray, Le marrisme devant les
sociclds « primilives »,

Louis Allhusser, Lénine el la philosophie.

Nerie Texles

Ludwig Feuerbuach, L'esseénce du christiunisme
Présenlullon et Lleaduction de Jean-Pierre
Oisier,

ALAIN BADIOU

DE_
 MODELE

Introduttion a unc tj-piﬁl;{:u‘iu[ngic

matérialiste  des  mathématiques

FRANCOIS MASPERO
1, place Paul-Painlevé, b e
FPARIS
18972



£y ¥560, Libralrie Frangols Maspero.

Avertissement

‘Le début de ce lexte (de I 2 V inclus) reprend
un ﬂ_‘.foué fait le 29 avril 1968 par Alain Badiou
dans le cadre du « Cours de philosophie pour
scienlifiques > donné i I'Ecole Normale Supé-

La suite (VI & X) aurait did faire 'objet d’un
deuxiéme exposé le 13 mai 1968, Ce jour-la, on
le sait, les masses populaires mobilisées contre
la diclature bourgeoise gaulliste affirmaient dans

‘tout le pays lear délermination, et mmorgaient

le processus qui devait conduire & un affronte-
ment de clusses de grande envergure, boulever-
ser ln conjoncture politique, et provoquer des
effets dont la suite ne se fera ?as attendre.

On imagine assez que dans celtte templte, I'in-
tervention sur le front philosophigque dul passer
au second plan.

Aujourd’hui méme, les accents quelque peu
« theoricistes » de ce texte remvoient & une
conjoncture dépassée. La lulle, méme idéolo-
gique, exige un lout autre style de travail el
une eombalivité politique juste et lucide. Il n'est
plus guestion de viser une cible sans I'atteindre.

On verra dans ce texte non senlement un docu-
ment et un repire mais aussi une attente heu-
Teusemen! interrompue.

Mais peut étre autre chose : gardant bien en-
lendu le sens des proportions quant a la signi-
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fication historique de la crise, et plus encore
quanl 4 la qualité des acteurs, on se souviendra
ique Lénine, au lendemain de I'échec de 1905
accorda un moment une imporlance exceplion-
nelle 4 la lulle philosophique contre les empi-
rio-crificistes,

C’esl que les échecs apparents de la pratique
olitique, les diagnoslics erronés de ¢ reflux s
¢ déconragemenl petit-bourgeois, nourrissent
toujours une race de liquidaleurs, d'idéalistes
et de révisionnistes, qui, faule d’avoir instanta-
nément changé le monde, voire < la vie » s'en
consolenl en enlreprenant fout bonnement de
< changer » le marxisme-léninisme !.

Nous n'enlretenons aucune illusion : la région
ou se silue ee travail (la doctrine de la scicnce)
est non seulement trés limilée, et Irés indirecte,
mais elle peul étre dangereuse, si on se méprend

sur le sens de sa limitalion. Nous croyons néan-
moins ulile de rappeler par quel bials, dans ce
champ, peul 4.'1_ nolre avis el de notre poinl de
vue se poursuivre, ou se eonsolider, la relance
du « Matérialisme Dialeclique ».

Théorie, décembre 1968,

N. B. — Les chiffres en expossnt? renvoi .
hihl_i::-gruphir: indicative 4 I:E!I fin du tetl::t:,mm o
L'appendice est destind & exhiber dans Jear
:&1&1:‘::?:;;% smcnhiii'lﬂu'ln r:a‘]elll.- des concepts senlpment
5, oo ulilisds, i :
pryaigpariped oL 5, dans le discours épistémolp-

ppi.. ?‘E’l-u.: L. Althomser : Linine &t [a Bhllogophie, Maspero,
2, I'ar exemple, p. 0, dans Iu remibre phress 3
= On suppose EJ’ conoue’ Ia drenee., » -

Is % de « connue =1 renvele & 18 Eibliographie pp. 9153

L Quelques préliminatres

concernant ['idéologie

On suppose ici connue! In description d'une
formation idéologique particuliére, distribuant
le diseours de la secience selon une différence

pposée : la dilférence de la réalité empi-
rigue et de la forme théorique.
rappelle que cetle diflérence commande
une image de la science, définie, en gros, comme
re ptation formelle de son objet donné, Dans
ette figuration, I'élément tenu pour dominant
peut étre la préscnce effective de 1'objet. Dans
ce cas, on convient de la désigner comme empi-
risme ; mais la dominance peut aussi bien reve-
nir & lanlériorité des disposilifs formels, au
code mathématique ot 'objet présent est repré-
senté. On désigne aslors la figuration comme un
formalisme.

Il est bien clair qu'empirisme et formalisme
n'onl ici d’antre fonetion que d'élre les termes
du eouple qu'ils forment. Ce qui constitue 1'épis-
'té_l_!lblngie bourgeoise n'est ni 'empirisme, ni le
formalisme, mais 'ensemble des notions par les-
gﬂn?lla on désigne, dans un premier temps leur

lifférence, dans un deuxidme temps leur corré-

on.

C'est trds exaclement ainsi que le positivisme
logique, épistémologie dominante dans les
Pays anglo-saxons depuis plus de vingt ans,
Pose le probléme de 'onité de la science.
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Dans un article canonique intitulé « Les fon-

dements logiques de I'unité de la science ¥,
article de 1038, Rudolf Carnap procéde ainsi

a) 11 pose explicitement la différence consti-
tutive dont nous sommes partis : « La premiére
distinction que nous ayons & faire, Zerit-il, est
la distinclion entre science formelle et science
empirique, »

b) 11 tente de trouver des régles de réduction
3ui puissent permetire de convertir les terme:
‘une science empirique en ceux d'une autre
Il montre ainsi que les termes de la biologie son!
converlibles en termes de la physique : la phy-
sique esl une < hase de réduciion s suffisanis
pour la biologie. L'usage des opérateurs de ré-
duction permet & Carnap d’affirmer 'unité du
langage de la science, cn ce sens qu'un langage
< physicaliste » est une base de réduction uni-
verselle pour les sciences empiriques.

€) Il pose le probléme du rapport entre ce
langage unique et les langages artificiels du
premicr ‘Igrnupc de sciences, les sciences for-
melles. Toute I'analyse sémantique de Carnap
culmine dans cetle question, par quoi se boucle
la démarche qu'ouvrait la distinction des deux
Lypes de la seience,

Les nolions comme : sciences em
réductibilité, analyse du sens efe., et
boration raffinée, articulent les
position et de
initiale,

_Cette articulation est élaborée, spéciale. Elle
n'esl pas, dans son existence discursive, immé-
dialemenl réductible 4 la généralilé de I'idéolo-
gie du donné. Du reste, Carnap I'oppose expli-
citement & d'auntres pariantes, par exemple &
celle du logicien Quine, qui, lui, efface d'emblée
la distinction entre vérité de fait et vérité logi-
3!1&. Pour Quine en effet, admetire des vari.n.hlge.‘s

ans un ealeul logique, c'est faire droit aux cons-
tantes qui sont valeurs de ces varisbles. Or, les,

10

iriques,
enr éla-
! ¢tapes de la
la déposition de la différence

anies ne sont fixées que pour autant qu'elles
- suvoir de dénoter des objets concrets. Réci-
quement, cc qui « exisle > empiriquement
: rien d’aulre que ce qui est assignable par
g consfante. Finalemenl, comme I"écrit Quine,
re, c’esl éire la valenr d'une variable » :
rigue ecst une dimension do formel, ou

Tse.
‘Senlement, l'ugpusitiﬂn entre Carnap et Quine
gst inlérienre i la méme problématique. Quine,
en &lfel, définit Ia particularité de son entreprise

(l'eriginalilé de son propos) par la négation jus-
tifite d'une différence que Carnap, pour sa part,
entreprend de réduire. Si le discours de Carnap
a polir essence cette réduction, il n'y n d'impor-

ant dans celui de Quine que la justification de
ce qu'il 'ﬂ? a pas i réduire ce qu'il convient de
nier. La dilférence en question — du < fait »
et des formes logiques — est le moteur commun
des deux discours.

Ou plus exactement : I'instabilité de cette
différence, sa perpétuelle renaissance-nide, repré-
senlent In contrainte du leurre sur des discours
Mﬁa; el par conséquent dépourvus de
Lﬂ_ﬂ_! acces & leur propre caunse, Ces carnctéris-

ies sont au principe d'une agifation discursive
déplace & l'infini la place essenliellement
ide ol devraitl se marquer impraticable Science
dnul_: science. - :
faul ici comprendre que ce qui sépare deux
diseours idé-:}lngigues n'e;II pas de mége nalure
e ¢e qui sépare, par exemple, la science de
iEologie (coupure {dpistémologique), ou une
clence d'une autre. Car la régle de cetle sépa-
Ion est précisément aussi la forme ultime de
unité des deux discours.
U ecomparera avec les pariations musicales
Sar nn thime : différentes, elles le sont, mais
ane différence qui les rapporte 'une A I'autre
cimme variations du méme théme. Le systéme
?’ﬂ!ﬁj des différences entre variations est Pef-
‘!al_ln différence (unique) entre le théme et
€ qui, n’étant pas lui, s’y rapporte néanmoins :
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soit le champ des variations possibles, l'espacs
variationnel. N’esl variation gue ce goi vien)
dans cet espace, qu'aucune variation ne justifie,
puisiu’il est le lien on, s'annulan! dans I'omits,
s'avirent les différences. Le lenrre idéologigue
réside en ceci qu'on attribue aux variations ellos.
mémes le pouvoir causal quant & I'unité s¥ste.
mualique de leurs différences, confondant ain<
le parcours du systéme et la loi de sa production,
puisque cette derniére, c'est an seul LA g
du théme qu'il faut la rattacher.

On a moniré! que parler de la science étall
urn sy:n[i-lﬁmc idéologique. A wvrai dire, parler
de I'idéologie au singulier aussi. Science et Ideo-
logie sont plurielles. Mais leur lype de mulii-
plicité est différenl : les sciences forment un
systtme discrel de différences articulées : jes
idéologies une combinaison continue de varis-
tions. Tenons celte assertion pour une thése
Et proposons la définition suivante :

Etant donnée une formation idéologique, cu-
ractérisée par un couple de termes, on appelle
variante lout systéme lié de nolions qui perme!
de post-poser la question de I'unité des termes
du couple, et, éventuellement, d’y répondre,

Je dis post-poser, puisque l'unité du couple
est toujours déja la condition d'existence du
discours idéologique considéré, De sorte que ls
question de cette unité est une pure et simple
répétition, Marx dit — A pen prés — : I'homme
ne se gnse que les problémes qu’il peut résoudre.
Ici il faut dire : on ne pose que les questions
dont la réponse est la condition déja donnée
de la question elle-méme. Cependant, c'est la
régle de cetle répétition d'étre inapercue de qui
l'opére. Et cette invisibilité se développe juste-
ment dans l'artifice des variantes. Pour repren-
dre la métaphore musicale : ces discours sont
des variations sur un théme gui n'est paz donné
{gm ne figure pas parmi les variations, ni en
lete, ni ailleurs), en sorte que chaque wariation
ne peut qu'étre pour soi image, prise pour sa
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ence, du théme en personne. De la gue
~variante dogmatise sur sa propre pre-

olifération des méthodologies, dans ces
ceudo-sciences que sont les soi-disant < scien-
< humaines >, refléte infini du principe varia-
tionnel, ainsi que sa méconnaissance.

2. Des theses qu'il s'agira dans la suite
de. justifier

'Om 2 notions les unités du discours idéo-
Ia‘g%ﬁgl':pctlrfnﬁ:ceph celles du disecours scienti-
e ; catégories, du discours philosophique.
mﬁﬁlﬁ“ﬂﬁﬂ hie dtant, pour l'essentiel, [;I:GOIEI*

ment idéologique de Ir science, une catégorie
dénote des objels « inexistanls » ol se combinent
le travail du concept et la répétition notion-
nelle. Par exemple, la cntégorie platonicienne
du « nombre idéal » désigne, dans un ajuste-
ment « inexistant », des concepts de l'arithmeé-
que théorique ot des notions hiérarchisantes
dorigine politico-morale ; les catégories kan-
snnes du temps et de l'espace rapportent &
des motions relalives nux facullés humaines des
0 ts de la physique de Newton ; la catégorie
m“ de |'Histoire m:n:r:.-hinfi'l dl;!._ COnee e'f
marxistes et des notions métaphysico-morales,
comme :&lte de la temporalité, ou de la liber-
t, ete

'Glld dit, nous formulons les théses suivantes :

Thége 1 : 11 exisle deux instances épistémo-
giques du mol « modéle ». L'une est une notion
descriptive de I'activité scientifigue ; l'autre un
concepl de la logique mathématique.

J. ; ’ ¥ ! i Ert
_ Thése 2 : Quand la deuxidme instance s
ﬂe'ﬂﬂppbrt 4 la premitre, on = 0o recouvrement
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idéologique de la science c'est-d-dire une
gorie philosophique, la catdgorie de modﬂ:ﬁ e

Thése 3 ; La tache actuelle de la phil i
est de desintriquer, dans les usug&: I:ie innmnglﬂf
gﬁf:; cd: lpoctl Et‘lT[l Usage asservi, qui n'eg

ariante, et un usage positif, in i
la théorie de I'histoire -:?Es Eci;nr:es. T

3. De certains usages de modeles

qui ne sont pas ici en question

La premitre partie de la Thése 1 s'illustre par
[uitement dans un texte méthodologique mﬁuu
de Lévi-Slrauss, i la fin de son livre < Anthro-
pologie structurale >, Le couple empirisme/for-
malisme y revét la forme de I'o position entre
la neutralité de I'observation des faits et Ia
ijmduclmn gclive d'un modéle. Autrement dit
[]l.r science esl ici pensée comme le vis-d-vis d'un
objet réel, sur lequel on doil enquéter (ethno-
gruplna}. el d'un objet artificiel destiné & repro-

nire, & imit - )
st fﬂlhnmogﬁifam la loi de ses effets, lngjet

pl‘fr} lant lqu,ﬂbjEt arlificiel
cistment : ¢ consbruit »), le modéle est con-
trolable, On peut « prévoir de quelle fagon le
modéle réagira en cas de modification d'un de
ses édléments ». Cette prévision, en quoi réside
la transparence théorigue du modéle, est évidem-
ment liée au fait gqu'il est inlégralement monté
fLé\'l-StraHS;i dirait volontiers : brieolé), en
sorle que Popacil¢ attribuable au réel en est
absente. De ce point de vue, le modéle n'est pas
une transformation pratique du réel, de son
réel ; il ap artient au registre de I'invention
pure, il est doté d'une « irréalité » formelle,
Ainsi caractérisés les modéles recouvrent une
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(Lévi-Strauss dil

o plasse d'objets? Pour la commodité de
masition, je ﬂ'}viserai cette classa en deux
es : modéles < abstraits > et montages

e premier groupe comporle ce qu'on peut
ppeler des nh?ets Pscriptu?anl. c'est-d-dire les
es proprement théoriques, ou mathéma-
fues. 'ﬂps’lgil en fait d'un faisceau d'hypo-
m supposé complet relativement au domaine
tudié, el dont la cohérence, puis le développe-
ent déduclif, sont garantis par un codage gene-
ment mathématigue.
terrain d'élection de ces modéles est la Cos-
mologic. Dans son livre « Cosmologies du xx”° sié-
cle », Jacques Merleau-Ponty étudie systémati-
sment, sans d'ailleurs dépasser la simple chro-
ique de la science, les modéles d'univers : de
. le Tout n'étant jamais susceplible d'une
ription expérimentale, la cosmologie esl lide
lidéalisme du modéle. Ces constructions dé-
ductives sont ntes d'une cmu'ergnncu : on avail
d'ane part les développements théoriques de la
tels Pi.?é. d'autre part l'expérimentalion astro-
omique, culminanl dans la découverte du déca-
¢ vers le rouge du spectre des nébuleuses. Le
modeéle est un corps d'énoncés griice 4 quoi celte
convergence historique est intégrée dans un dis-
cours unique. Naturellement, ces inléfgrations
lﬂh!;ldimses. ¢l ancune n'a Igrce de %oi. F’nst
‘que les modéles ne sont pas des constructions
%‘éﬁcieniiﬁquas. {',nmmel I'enfun! en vient &
i._.'___n,_ter, dans la duperie du miroir, ['hor-
‘reur de son corps morce &, les modéles réfléchis-
“sent selon l'idéal prématuré duo texte unifiant
' désordre instantané de la production des
savpirs. Le modile appartient 4 la métathéorie
curisante d'une conjoncture.
Dans le deuxiéme groupe, on lrouve des mon-
Ages matériels, dont la destination est triple :

1) Présenter dans l'espace, de fagon synthé-
e, des processus non-spatiaux : graphes,

ﬁngmmmu ete.
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Par exemple, les informations données par |5
comptabilité nalionale permettent la eonstruc.
tion d'un graphe animé i cing sommets : admi.
nistrations, ménages, biens et services, entre.

ses, marché financier. Les flux mobiles entre
es somunels figurent la structure des échanges,
la théorie des graphes permettant de raffiner
sur la vilesse et la dimension des flux.

C'est l'occasion d'indiquer que d'une facon
générale, I'économie polilique bourgeoise s'ac-
complil dans la construction de modéles d'ex-
pansion équilibrée : la encore, le modéle pare
an « désordre » capilaliste non par le savoir -
su cause (soil la seience marxiste des formations
sociales el l'inlelligence de Ia lutte des eclasses,
mais par l'image lechnique intégrée des intérits
de classe de la bourgeoisie. ¢ L'expansion -,
résentée comme norme progressiste, est en réa
ité I'ellet inéluctable des structures ot s'engen-
dre, avee la baisse asymptotique de son taux.
le profit. « L'équilibre », ¢'est la régle de steu
rit¢ contre I'exacerbalion des contradiclions, e!
le nsc{_uu politique d'une montée aux extrémes
de la lutte des classes. Les modiles d’expansion
dans I'équilibre, sous couver! de penser leur
objet (I'économie des prélendues < sociétés in
dustrielles »), objectivent des objectifs de classe
Une économic nationale en cxpansion équilibrée
figure la motivation satisfaile des interventions
étahqluns au nom de ¢ I'intérét général >. Image
porlative, le modéle unifie extérieurement une
politique économique, la légitime, el occulle sa
calse comme sa régle.

Il est de toute pemiére importance de montrer
comment  'asservissement économétrique el
I'usage croissant des prétendus < modéles
mathématiques » en économie est une des for-
mes les plus claires du révisionnisme, soit le
dévoiement du marxisme au ceur méme de sa
partie la mieux constilude, et P'alignement iné-
vitable sur les objectifs de la bourgeoisie,
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m_Tnn'uurs dans le deuxidme groupe, d’au-
tres: moideles tendenl & réaliser des structures
formelles, c'est-a-dire a transférer la matérialilé
eriplurale dans une aulre « région » d'inserip-
tion expérimenlale. Le livre classique de Cundy
et Rollett, Mathematical models, expose par
esemple comment construire effectivement, car-
ton on bois, les cing polyédres réguliers con-
yvexes ; comment fabriquer une machine 4 tra-
cer la lemniscate de Bernouilli ; mais, tout aussi
bien, comment présenter un connecleur logique
sous la forme d'un circuit électrique simple.

-3) Enfin, une derniére classe de modéles vise
4 imiter des comportements : c'est le vaste do-
maine des automates.

‘Bien entendu, il ne saurait élre queslion pour
Iépistémologue de nier I'existence de ces dispo-

s, ni meéme, comme cn cosmologie, leur im-
portance « régulatrice > dans Phisloire d'une
science, ou, comme en automatique ou en éco-
nomie, leur impaortance lechnico-politique.

On se bornera a constater gue le modéle, mo-
menl technique ou figure idéale, prend place, an
mienx, dans les enlours de la pratique scienti-

que. On notera qu'adjuvant transitoire, il n'esl
destiné qu'd son propre démantdlement, et que
w seientifique, loin de le fixer, le décons-

“Bachelard ! monlre bien comment le mo-
déle ¢« plandtaire » de Bohr n’a déliveé une utile
51!1‘_1 e l'alome que dans le temps oft ln micro-
Bhrgs_i[ﬂ:u seandail 1'effacement des orbites, le
ol ?e de leur trace, et finnlement le renonee-
ment 4 I'image elle-méme au profit d'un modéile
stalistique. Qui ne savait pas renoncer an modé-
E renoneait au savoir : tout arrét sur le modile
fait obstacle épistémologique. C'est dire a quel
Point le modéle demeure aux marges de la pro-
itlion des connaissances. Mais enfin, 4 cette
place, il n’est pas récusable. 1l n'y fait méme
Pas quesiion.
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4. D'un usage purement I}féafagiguc
du mot nodile

La question épistémologique surgit en revan.
che de loul énoneé s'attachant 4 décrire la dif-
férence, et le rapporl, entre le modéle et le réol
empirique ; de toute entreprise nouant les mu-
nitres de penser ce qui, dans le modéle, se dil
de son objel ; de toute position, hors du modéie,
de ce dont il est modéle.

Il y a question épistémologique si on prétend
faire de I'invention de modéles Vaclivité mémo
de la sclence, Si, done, la connaissance scienli-
fique est présentée comme connaissance par
muodéles,

Telle est bien justement Vopinion de Lévi-
Strauss dans le texte que j'ai cité, et qu'il fau!
done & nouveau gquestionner.

Remarquons d’shord que sur ce point, les
expressions qu'utilise Lévi-Siranss sont extri-
mement vagues. Les modéles, nons dit-il, son)
constrinits « d’aprés s la réalilé empirique, F!

ar ailleurs, « le modéle doit étre construit de
elle facon que son fonetionnement puisse rendre
comple de lous les fails observés ». Le mo!
¢ rendre compte » (plus loin on trouvera ¢ dé-
erire » ¢f expliquer ) supporle & lui seul la
charge épistémologique.

Or, les ¢ [aits observés » donl le modéle rend
raison sont dans un état de dispersion neuatrali-
sée : ils sonl donnés comme tels, en dehors de
loule inlervention théorique, puisque cette inter-
venlion eommnence précisément avee la cons-
lruction du modéle, avee Parfifice du montage.
[.vi-Slrauss lransfére en somme an disconrs
¢pistémologique l'opposition institutionnelle de
l'ethnographe ¢ sur le terrain », collecteur atten-
tf des ecoulumes, et de ethnologue citadin, or-
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apateur armé de son peuple de fiches ; voire

T'opposition spéculative de la Nature
Popacité continoe de ce qui advient) et de la
Calture (bricolage des différences ;énumhga}llea]-
1l confronte ainsi, dans la lradition positiviste,
upe information passive & une activité dont le
‘9;151: de reproduire la régle ol l'informa-
tion se rassemble.

.«;Iii:. comment conlrdler la re;l:ruduutilm 7
Ouel est le critére du « bon > modéle 7

~ Dans une conceplion expérimentaliste de la
science, comme celle de Bachelard* pour la
physique ou de Canguilhem® pour la physiolo-

- le < fait > expérimental est lui-méme un
arlefact : il est une scansion matériclle de la
pretive, et me lui préexiste jamais. Balibar® a
montré que dans ces conditions la dialectique
de liy science est de part en part intérienre 4 un
procés de production des connaissances, et que
ce pri est doublement articulé : 1) selon le
systéme des concepts ; 2°) sclon Pinscription de
la preuve.

Sans doute cetle conception ouvre-t-elle 4 de
multiples problémes théoriques. 1l faul par
exemple se demander quelles sont les structures
d'efficace de la double articululion ; quel est, en
derniére instance, le motenr de la science (an
sens méme o0 la lutte des classes esl le moteur

de Phistoire). Ces queslions cependant relévent
d'une théoric de la causalité struclurale?, et non
d'une philosophie de la connaissance. La seience
¥ est gnlﬂrrngée comme e¢ffet pratique, et non
eomme représentalion.
Jans le cas de I'épistémologie des modéles en
evanche, la science se divise en intervention
rod dune part {invention el montage des
modéles), constalalion empirique ou enquéte
@'autre part. La question du sens el de la valeur
de Pinlervention est dés lors inévitable, dans la
et méme d'un tel dispositil.
G l:é'ﬂﬂel‘. c’est d’abord prendre acte de la mul-
fiplicité des modéles. L'empirique, étant inaclif,

19




n'en indique par soi aucun : toutes les tentatives
sont possibles, dans la liberté inventive de I'ar-
tifice, Le modéle en effel n'administre aueun:
‘li:reuve. 1l n'est pas confroint par un processus

émonstratif, mais seulement confronté au réel
On congoit qu’a ce régime, et dans les temp:
de recherche ineertaine, les modéles « Four-
millent », conume dit Serres .

Dés lors, si le modéle représente la vérité dy
Iravail scientifique, cetle vérité n'est jamais qu.
celle du meillenr modéle. Ainsi se trouve re-
taurée la dominance de 'empirisme : entre de-
modéles nécessairement mulh]iule.s. P'activilé théo
rique ne peut choisir, puisqu'elle est précisémen|
I'activilé fabricatrice de modéles. C'est done o
« fail » gui lranche, en désignant le meilleur
modele, c'est-i-dire la meilleure approximation
de lui-méme. « Le meilleur modéle, écrit Lévi
Strauss, sera toujours le modéle vrai, c'est-s-
dire celui qui, toul en étant le plus simple,
répondra & la double condition de n'utiliser
d'autres fails que ceux considérés et de rendre
compte de lous, »

Le cercle est évident : & la question quest-ce
qu'un modéle, on répond : I'objet nrligciel qul
rend raison de tous les fails empiriques consi
dérés ; mais 4 la queslion : 1|ucF esl le eritére
du « rendre raison s, que! est le vrai modale
On répond derechef : le vrai modéle est celui
qui rend comple de tous les faits. On ajoulers
pour faire bonne mesuare, lu classique condition
d'élégance : le modile doit étre le plus simple.

Ces critéres : exhaustivité et simplicité, on
reconnaitra les normes de la raison elassifiante
4 I'age classigue, et les calégories fondamentnles
d'une philosophie de la représentation. Ce sont
méme les critéres de la critique picturale au
Xvin® siécle, et il n'y a pas lien de s’en étonner.
Pour I'¢pistémologic des modeéles, Ia science n'est
pas un proces de transformation pratique du
réel, mais la fabrication d'une image plansible.

Aussi, de tous les types de modéles que nous
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s mentionnés, les plus évidemment imita-
Pautomale et le simulateur économique, ont
“cette doctrine une fonction exemplaire. La
ence conslanle de Lévi-Strauss dans son
“te est le livre classique de Von Nenmann el
senstern : La théorie des jeux et le compor-
smient économique. L'apport proprement scien-
ique de ¢e livre est certes considérable. Cepen-

3i, ce n'esl pas 4 lui gue se rapporle Lévi-
5, mais, sous son couverl, o la détcstﬂl?le
hie qui lui [wit corlége. Lévi-Strauss cite
avee faveur des lextes ol une relation aussi
faible que’la ressemblance est explicitement évo-
juée, :.!iu.si ar excmple : < les modéles doivent
ﬁ‘ semblables & In réalité sous tous les rap-
porls qui importent 4 la recherche en cours ».
m ¢ la ressemblance & la réalitd est requise
our gque le fonclionnement du modéle soil signi-

,. -

_On voit assez comment 'analogie extéricure,

ﬁﬁlﬂulntiun. sont ici c-:-nw.rciuér:s pour réduire

.

rt initial entre I'opacité inerle des faits et
‘activité du construcleur de moddles.
A la limite, la réduction s"achéve si I'on peut
conslruire un modéle de activitd du conslrue-
tenr de modéles, C'est le mythe régulateur de
celte épistémologie. I1 éclaire les texles élranges
Avi-Strauss confére 4 ]a complexité céribrale
! ité de structure des structures, d'ullime
supporl de In ¢ stroctoralité » elle-méme. Face
& eel gbjet dernier, on entreprendra la cons-
froetion d'un modéle do fonetionnement eéré-

, un ¢ cerveau artificiel >, comme I'ambi-
tionnent fes cybernéticiens, dont I'idéologie des
iodéles est depuis toujours la philosophie spon-

e i la science est un artisanat imitatif, I'imi-
on arlisanale de cet artisanat est, en effel,

le Savoir Absolu.

- Résumons-nous.

.'%'-Eﬂus cette premitre forme, encore Gros-
sitre, Je mot « modéle > est Popérateur d’une
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variante de I'empirisme vulgaire. La dualité dy
« fait > et de la Ioi y est reproduite par celle
de la réalité et du muélﬁ. La guestion f[-. Muniid
de celle dualilé y prend la forme de la repro-
duclion, de la simulation fonctionnelie. L'idée du
savoir total s'y rattache enfin an projet cyber.
nélique d'une imitation des processus céréhrans.

2) Celle variante 2 pour objectif inapercu,
mais ou se marque la signification politique d'un
lel discours :

—  d'effacer la réalité de la science comme pro-
ets de production des connaissances, procés qul
nulle parl ne confronte la préexistence d'un réel
it des opérations idéales, mais développe, a 'in-
tdricur " d'une matérialité historique spécifide,
des démonstrations et des preuves.

— de brouiller la distinclion entre production
des connaissances el régulation technique d'un
processus conercet. Dans les « modédles » deo-
nomiques notamment, ['asscrvissement lech.
nique aux conditions de la production passe
pour la nécessité intemporelle d'un e type »
d'économie, dont le modéle exemplifie les con-
traintes bénéflques,

5. Le concept scientifigue de modele
er la doctrine néo-positiviste de la science

Abordons maintenant la deuxitme partie de
nolre Thése 1. Le mot ¢ modéle » figure dans
des contextes indiscutshlement seienti iques, on
il ne prétend pas désigner le ressort de la pra-
tique théorique, mais un élément assignable dans
une cohérence démonstrative : ni notion, ni caté-
gorie, mais concept.
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toute une branche, sans doute la Eius
“de la logigue mathématique, qui s'ap-
théorie des modéles, S5’y inscrivenl au
= de processus contraignants, des énoncés
ges sans ambiguité, comme par exemple :
__ Une théorie est cohérente si et seulement si
'Tma un modéle (théoréme de complétude de
. Godel /HenKin).
_ﬂﬁ'&em;)ﬁe formelle qui admet un modéle
 jafini admet nécessairement un modéle dé-
. pombrable (théoréme de Liwenheim-Skolem).
__ &i la théorie des ensembles sans I'axiome de
 ghoix et sans 'hypothése du conlinu admel
“un maodéle, la théorie obtenue par adjonction
ces deux énoncés en admet aussi un (théo-
péme de Gidel) ; et la théorie obtenue par
~ adjonction de leur négation en admel égale-
“menl un (théoréme de Cohen).
[ L]

Qu’ 4l du mot ¢« modéle » dans ces
ot {: 31 :lu.-:m les démnnﬁtrﬂlil:utm. su.;l"\;:‘.l;t
it o xes, ol ces énoneés sont tenus ¥ Y-a-
wmﬂfparl gquelconque enlre son acce mur:
ici, e, disons, dun:; les \:,utex mentionnés de
Livi uss el de Von Neumann !
'J.'ﬂi;ﬁ‘u;r&mi&m inspection du probléme parait
devoir imposer une réponse affirmative a la
deuxidme question. Si le posilivisme logique a pu
roposer une doctrine de la science constamment
ayée sur la logique mathématique, c'est, entre
aulres choses, parce que le concept de modéle
loi permettail de penser le rapport entre un
-'liﬂmfumel et son dehors < naturel >. Au
reste, on sait bien que la philosophie néo-posi-
: & & joué un role de premier plan dans la

.

e de la logique mathématique. Il va
ucment, uneg:flumplicitﬁ digleclique enire
isme logique et théorie des modéles.

'une classique distinction entre denx
: 3: la logique semble redoubler, 4 l'in-
Ierieur du discours secientifique, le couple inau-
‘gural de la science formelle et de la science
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1) Un systéme formel, on systeme logistiy,.
w'est gu'un jeu sur les Ecrilures, dont les régio,
sont explicites, el prévoienl lous les cas S@ns
ambiguité. A parlir d’un ensemble initia] d'énon.
cis (les axiomes), on dérive des théorémes selog
des 1égles de déduclion. Le sens du jeu est 1i:
d des curacléristiques internes ; le jeu mlauryf
}J.‘]I" cxemple aueun sens (aucun interél) si fous
s enonces étaient des théorémes. On n'auriil
alars, si l'on peul dire, pas besoin de jouer .
toule inseription étant licite, les régles de deédu. .
lion ne servirgient 4 rien. On demandera done
qu'il existe au moins un énonce qui ne soit pas
dérivable & parlir des axiomes par applicalion
des régles, Clest In propricte fondamentale ¢
conststance du sysiéme (CI. Appendice). C'est I
unie exigence formelle, dont nous dirons u'ell;
EXprimie une norme syntaxique, L'ensembie .-
régles du sysléme, soil la agon de former e
éeritures (grammaire pure) el la facon de les
déduire (grammaire des enchainements), définit
en effel une syntaxe, Le positivisme logique
identiflera volontiers Ja dimension formelle dr
la science el la syntaxe de son langage.

2) D'un autre edté, on sait bien que la eons
truction d'un systéme formel n'est justement pas
un jeu graluit. On vise essentiellement a cerner
la struclure déductive stricts, I'aspeet mécani-
suble, d'un domaine scientifique exisiant, ¢'est-a-
dire d'une pralique théorique dont les effets
sonl inscrits dans I'histoire. Pour vérifler qu'un
systéme formel exprime bien cette strocture, on
oit mellre en correspondance les énoncés du
systéme formel avee ceux o s'organise le domai-
ne d'objets scientifiques considére, Naturelle-
ment, on ne se conteniers pas d'analogies, de
ressemblances ele. On définira des rigles de
carrespondance. U'out ce qui concerne ees régles
reléve de la sémantique du systéme, de son infer-
prétafion,

Cette fois, 1a question du sens se pose anire-
ment : parler du sens du systéme, o'est parler
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- interpréiations. L'exigence fon-
EE:::: la :-;Evanle : qu'une [ois cons-
régle de correspondance sémantigue, &
ncé déripable du systéme (3 tout lhéq;‘é-
li¢t un énoncé vrof dans le domaine d'in-
on. La « vérité 2, ici, n'est que le par-
n denx elasses des énoncds scientifigues,
qui résulte du fravail des concepls :
vrais (demonlrds, ou prouves, ou l::Eutc
orme scientifiquement assignable d'éva-
énoncés fmux. La s:’:mﬂntiquelleml i
gqu'on peul organiser reélrospectivement
lage par les procedés uremenl mécn-
5, ot enlitremenl contrilables, mis en jeu
) sttme formel. i

'i}’lnl:l!geut en eflel assigner & lout énancé
le un énoncé e vrai 3, on dit que le
aine d'interprétation est un modéle pour le
me formel. ) T
ie propriélé plus forte est la réciproque :
' Lgnnnné vrai du modéle correspond une
dérivable du systéme. Dans ece eas,
on dil que le systéme est complet pour ce mo-
ale, ele.

insi toule une gamme de propridlés
& nMSup;m:uus qu'on puisse les éin-
on les canons de la rigueur mathéma-
n aura produil un concept théorique du

est alors grande d'exporter ce
conecept h?f':!t:}:i: n[‘épiulémnlug:e générale. On dira
a -h‘.’ﬂnplﬁ que la partie puremenl thd.-nriqml:
at] tique de la physique est sa syntaxe ;
. momen! expérimental donne des inter-
ions concrétes, équivalant ainsi & la séman-
& des algorithmes ; que si la parlie théorique
science reléve de I'évaluation par fa con-
Texpérimentation requiert qu'on s’in-
e sur les modéles conerels. Les dispositifs
mentaux seronl 4 la fois ]les art &F:x ge
constructi s modéles, et I'espace -
cice de E:;ltgedf correspondance entre le calenl
formel et les mesures concrétes.
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Tout choix seientifique serait impliqué, tanti|
par le modéle (expérimental) et les régles d.
correspondance laniét par le sysiéme, et les
regles syntaxiques.

Carnap a écrit un livre, Meaning and Necessi.
ty, dont le titre déja, par 'opposition-corrélation
du sens et de la nécessité, reflite ja probléma.
tique en question : contrainte syntaxique de I
doduclion, exactitude sémanlique des interpro-
tations. Carnap l'illustre d'un exemple simtgn? :
§1 l'expérience peut se lier a des algorithmes
malhématiques, si clle est calculable, c'est o
lant qu'on peul nesurer les phénoménes, I.g
mesure, par quoi le fait se fait nombre, est i
une operation sémuntique essentielle. Mais tout
résultat d'une mesure s'exprime dans un noméb:-
ralionnel (plus 'précisémcnt un nombre qui n's
qu'un nombre fini de décimales), puisque I
opérations < concréles » de mesure sont néees-
sairement finies. La sémantique impose seul:.-
ment 4 la physique comme corps de nombres
de buse le corps des rationnels. D’nn point de
vue syntaxique cependant, la limitation au eorps
des rationnels entrainerait des complications
considérables. Par exemple, l'opératenr « ru-
cine currée » n'aurnil aneune qﬂnérulité, puis-
qu'un nombre rationnel n’a, le plus souvent, pas
¢ racine carrée rationnelle. On préférera done
utiliser le l.!ﬂ?)! des nombres réels (dont le déve-
loppement décimal peut élre infini). L'adoption
e ce corps de base pour la physique reléve par
conséquent d'une exigence de simplicité synlaxi-
que, Il apparail alors que I'opposition entre I'in-
vestignlion empirigque — pour parler comme
Carnap — et la nieessité mathématique est per-
linente, étant repérable dans les types de con-
trainte qu'elle exerce sur le langage adoplé,

De surcroft, 1'unité de cet'e o position peut
aussi s'ctudier : elle apparlient 4 I'articulation
de la contrainte syntaxique sur la contrainte
semantique. Dans V'exemple considére, Pexpé-
rience peut fonclionner comme modéle de Io
théorie parce que le corps des nombres ration-
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t un sous—corps du corps des nombres
1ie mesure sera ainsi exprimable dans
gz formel (svstéme des réels), ol les
sont effectivement marqués ; et les
du -caleul, les opérations, serant, pour
el, eonservées, grace i une certaine inva-
de ¢ I'espice de structure >, nombres réels
res tationnels formant des corps, soil
mbles oo addition, multiplication, el
s inverses, sont partoul définis (sauf l'opé-
¢ inverse » pour 0, bien enlendu).
jparaitra légitime de fonder une épistémo-
-modéles sur I'étude syslémalique des
ndances enlre concepls syntaxiques et
semantiques. ) ) .
 Cette perspective est-elle identique a celle qu'a
ravers un lexte de Lévi-Strauss nous avons cri-
%&'? Oui el non.
~— Oui, en ce qu'elle restaure apparemment la
diftérence de I'empirique et du formel, du cons-
le et du langage artiliciel ot ec eonslatable
‘windiquer.
Non, et pour plusieurs raisons,
"abord, elle refourne la conceplion dont
& sommes parlis. Pour Lévi-Stranss, c'est
ormel, le bricolé, I'artefact, qui est modéle
ilivement 4 vun domaine cmplﬁgur donné.
a sémantique positiviste, le modéle est une
prétation d'un systéme formel, Clest d?ﬂ.ﬂ-
jirigue, le donné, qui sont modéles de I'ar-
synlaxique. Ainsi apparalt une sorte de
ibilité du mol « modéle >,
Mais surtout, la thise du posilivisme
e s'appuie explicitement sur une seience :
gue mathématique, ol la distinction-elef
syniaxe el sémantique fonctionne concep-
nent,

I'on dit que le modéle doit ¢« rendre rai-
s de tous les faits, celte assertion ne fait
Fedoubler, que varier le couple fondamental
€pistémologie vulgaire. Si I'on parle en re-
e de la complétude d’un systeme formel,
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on désigne une propriété éventuellement démanp,
irable, on rréfrulahle, C'est I'ohjet d'un des Pl
fameux théorémes de Gédel que d'établir Pincom.
plétude du systéme formel de Iarithmétion.
soil d'un systéme [ormel qui admet pour mods |,
Parithmétique récursive, qi?m-immétique « clos.
sique >, Les critéres de la synlaxe pertinente re.
lativement & un modéle donné ne sont pas lais
ses a4 T'arbitraire des ressemblances. Ce sonl de,
propriélés lhéoriques,

La question de savoir ce qu'il en est finale
ment de la caldgorie de modéle, se joue toy
enliere jei, dans la différence entre Carnap el
Lévi-Slrauss, c'esl-i-dire dans la portée épisti.
mologique cxacle du coneept logique, scient:.
fique, de modile, laquelle scule peut valider, oy
non, son expartation anx fins de construire yne
ealégorie philosophique. Nous ne pouvans éviter
iei un détour purement logique.

Ce délour u;iﬁcnul une certaine attention, |
est juste d'en indiquer a Pavanee le bat, et d'en
souligner la nécessilé : il s'agit de placer dan:
Péelairnge  épistémologique une construetion
(scientifique} de concept. De la pratique de cel:
conslruction, on attend d’abord une exacle sai-
sie de la différence entre le concept de modéls
et la notion (idéologique) homonyme. Mais en
outre, par les commentaires dont elle est accom-
pognée, par la disposition soulignée de ses
temps successifs, la construction démonstrative
:Et_:rl:' glva;lulur une aulre différence : ecelle qui
1sjoinl deux usages catégoriels (philosophi -
du mol « moddle », au%rementpd.it. hgll:'l:q“t::-
ture de la science commande iei, en amont. 4
distance 4 l'idéologie, en aval, une ligne de aé-
marealion dans le discours hilesophique, soit -
deux styles antagonistes de j:isc-uurs-snr la seien-
ce | deux formes de réappropriation idéologique
de la science ; finalement, deux politiques de Ia
sm;nna, unec progressisle, et une réactionnaire.
e demande done au lectenr de jam-
ber les explications technigues Iit:urpum&:glﬁe
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La réalité de U'épistémologie matéria-
oi j'essaie d'introduire fait corps avee
que effective de la science. S'agissant
gigue mathématigue, cette pratique ne
quasiment aucune préparalion techni-

Gonstruction du concept de modéle :

L Préliminaires syntaxiques

Au risque, inhdrent i l'enlreprise épistémolo-
' d'en dire bien lrop pour qui pratitjue la
e yisde, el lrop pen pour les autres, je pro-
@i, i titre d'exemple, la délinilion par dta-
des modéles relalivement & un langage lo-
e trés simple, mais d'un usage fréquent. Le
li pris sera d’élre élémentaire au sens strict :

?M:upposer atcine connaissance parlicu-

g ne serai pas rés soigneus, désiranl seu-
t faire saisir 'articulation d'une constroe-
de concept. Pour un développemenl plus
1, muis également allenlif & introduire anx
bmes  épistémologiques, on se reportera
. ‘Pour un traitement rigourenx, a (8), I
‘utile de garder sous les yeux le dépliant
i la fin du texte.
pons-nous (d'shord de la synlaxe.
re langue caleulahle — notre jeo sur les
s —- vise & étre un dispositil expérimen-
ématique, e¢'est-i-dire on systéme d'ins-
ons qui obéit 4 des conditions spécifiques.

18 devons done disposer d'un stock de mar-
ies sufflsant pour répartir plusieurs « espéces »
ptions, gui sont les pidees du jen.

ons vonlons deésigner la différence fire
5 ochjels, « objet » ne signifianl ici rien
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d’autre que ce qui s'enchaine 4 I’ i i
scriplurale, Nous utiliserons, pnﬁipfen?la?ru:a Etm
f;:tfélﬂnle on En.ﬁnie — mais dénombrable =
cs & b,oe, af b7 o, Nous |} e
rons les ronstantes individuelles. ﬂisn?fs at]l:m .;
suite qu'en régle générale, elles me seront a:
interchangeables dans une écriture ﬂnnnée.P

B) Nous voulons désigner les i de
objets, c'est-d-dire marqfcr czrtaiﬁ:gpg;:;izﬁ ]d:
;-.gm:%:ztes, tc;::_Iles qui it satisfont » une rufu—ié-

« Nous utiliseron g iv
ou prédients @ P, Qs 'Re.sl’]:mé?.ms PSR

La simplicité de notre exem fe rési e
que nous n'admettrons qu!zJI d:ssm;reési;wﬁ
€ unaires » susceplibles de marquer une cons-
tante & la fois seulemen!, Dans les syntaxes
l::]nt-l;érnallqum usuelles, on admet des prédicats
fmmre_s. ou relalions, qui marquent des cotples
tde constantes, et méme des prédicats « n-gires
Ul marquent un systéme £¢ n constantes!, 1.5
orme Enérale de la construclion du (:Gn;.‘ept

de modéle n'en es i i
o me t pas moins essentiellement |s

C) Nous voulons enfin dési dn
ralité » du domaine ohjectif, c*t:‘.;t—l;-d;regﬁﬂ;:-
¢unﬁ1;unl'ﬂ quelconque, indéterminée, une place
oit n'importe quelle constante peut venir ..f*im-
grlm. Ces marques indélerminées pourront dane
venluellement &tre remplacées par des eons-
L?rr:'}s?;!:ﬂmf”:i pour laquelle on les appellera des
v -:" ;E._imd"ﬂf”' Nous les nolerons

Nous pouvens déja former certaines EXpres-

1. Soit par exemple Je. domaln

e sémanil -
:."II-:T: i}nlfus oaturels, « Efre un numh:.-upf:;iﬁm
5 erlra, duns une expérimentsiion syntaxigoe, sops |
gdrme d'un prediest uoaire : P o(m) pa n “Eare
pu? grna}:l que &, d'un pridieat hinalre (x est plus grapc
&...)I'd'uu{:;r 3;1[ 1£:n veut). w Elre la somme do.. st
g iy ﬂ; Thaire (8§ {x, ¥, zl, £ est |a EOmne
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. pu suiles de marques. Toutes les suiles
ont pas correctes ; le eritére du sens syn-
— que le jeu ne soit pas totalement arbi-
— intervient ici par le biais de régles de
gfion. Nous n'entrerons pas ﬂansdlea détails.
clair qu'on réglera le marquage d'une cons-
{ou -Jl[.i[m.‘- vnElln.!:rle} ar E: ]frédiuat. Pour
3, il sera commode de disposer de marques de
mtion, parenthéses el crochels. Par
¢ P{n) sera une expression correcte (hien
, gqui se lira, si 'on veul, < a posséde la
; P ». De méme pour P(x). Des écritares
type, qui ne comportent, outre les pone-
ons, que deux marques, s'appelleront des
ey élémentaires.
1.'usage des variables n’a de vérilable intérdt
2 5i I'on veut pouvoir écrire des énoncés géné-
, dont linterprétation sémanlique serait :
existe au moins une constanl¢ marquable
de prédicat P s, ou « toute conslanle est
llu!:le par P =, Pour cela, on inlroduit les
gues quanlificateurs ; universel, que pous
ans U, et qui se lit « pour tout » ; exis-
que nous nolerons E, et gui se lit < il
3. Une régle de formation autorise olors
tures du type :

P(x), qui se lit « il existe x tel que P(x) ».
x)P(x), qui se lit « pour tout x, P(x) ».

5 bien que ces énoncés ne sonl ici donnés
comme exemples d'éeritures acceptables,
es, bien farmées, ¢l non comme s Lhéo-
S 3 ou < énonces vrais s,
Ins ces expressions la variable quantifife x
peut pas &tre remplacée par une constante.
L bien compréhensible : I'énoncé (Ex)P(x)
us dit pas ci!:rmh’e constante particuliére est
1able par P, mais seulement qu'il ¥y en
p. L'énoneé (Ux)P(x) nous dit que toute
nte est marquable par P, non telle ou
Poit une distinetion relative au type d'ins-
on, fort importante dans la suite :

;’1‘, 31
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Définilion : une warighl i
on : e qui tombe 4
;:Il;amp d'un quantificateur sera dite v:nn:hjr:
.E; n::htremnnt. elle est dite Ibre, '
ANCUISSONS une étape supplémentaire g
;&10 l;:;:n;g:lugnl;f combinatoire de notre dispus?f?f'
E a1lons pouvoir constroire des ére;
: AL 2l
Ll:;;:: ‘i-pu fcum]:rmeut non seulement des iEH]IEﬂIi
élémen?:.i A :srniules t@}ﬁ;:l:l:nlaires et des formmnle:
L E8 quantiices, puis gui combine
EZSS c:;néhntzmsons. Pour celg, n[llliils ml.mrgg:;r.::
fateurs logiques, des connecte '
] Uurs
Egﬁgﬂfﬁ{ugmﬁ argument Eie.s formules « r[éj;w:
: - NOUs en utiliserons jei d 1
fisunts d'ailleurs b o 1D o
: le pour les besains de n'i t
?iual disposilif Ing:cmmathémnﬁque i l:lmrli-l:"”-‘r'f
an, que nous noterons ~, et F'implication g
; B

Les régles de f i .
sont f{frt simPlg.:m:&hnn assocides & ces signes

— Si A est un i ;
une expressio
Vost anual P n bien formée, —

— Si A el B sont d : ) ,
(A — B) Vest u::s;ixprcsxmns bien formées,

La premiére expressi i
're 58ion se lil ¢« nop- i
aei}an ¢« A m:pllique B s, S
N conviendra enfin que I'on peut ifi
= - u l
%f{ifl:itf?smm bien formées uinpsi ob({egzeg m:
‘ondilion que la variable sur quoi o
fjuantificateur so0it en oceurrence ihre.p?i?ix;;
?:;Egil ;Ji_l:mvﬂrmlﬁgg esl libre dans A el dans It
L pas déja quanlifide dans A
B), 'expression : (07 i s
s i (Ux) (A — B) est bj
Nous sommes mainte Viermos
: 5 nant en état d'éerire d
Cxpressions hien formées comp) “Pon
: eXes, que ['on
-J.{I]}EHE les formules dy s;,rsléme!:. A iitrﬂqd'ﬂxi_r?i-
ple, el pour rassembler nos conventions

(Ux) [~ P(x) = (Qfy) — P(a))]

esl une formule, qui se lira
s § € ur tont x, si x
;:1 a E{?S 'lt?tdpli-‘.gpnﬁté P, alors, {:)faii que vﬂa_i!tL

_propri entraine que a posséde la pro-
pridlé E" >. Dans cette formule, Ia varighle xngt

a2

et la variable y est libre. Une telle formule
confient an moins one variable libhre) sera

ouperte.
(Ex) [P(x) —» ~ Qx)]

lira « il existe x tel que, si x a la propriété
alors il n'a pas la propriété Q », est une for-
le qui ne comporte aucune variable libre :
e formule elose.
¢ & donner au jen sa forme déduclive @
t & monter un dispositif qui distingue, parmi
xpressions bien formées, celles gqui sont des
es (celles qu'on peut déduire), et celles
en sont pas.
eela, on définit d'ahord des régles de dé-
qui permettent de produire une formule
r d'autres, par des manipulations expli-
g, Om veillera & ce que les formules ainsi
g soient toules bien formées,
- nolre exemple, les régles sonl les sui-

1) Etant donnée une expression déji pro-
(ou un axiome) A, dans lnquelle la variahle
libre, on peut ¢ produire > l'expression
Le schéma de déduction s’éeril done (le signe
Cindiquant qu'on a < antérieurement » pro-
t la formule A dans le systéme, ou qu'elle
n axiome) :

— A _j{_{_lihre duns A)

— (Ux) A
tla rigle dite de géndralisation.

L, o0 considére comme une régle de dédoction
e A lenr suite la formule B :




Cest 1a régle dile de séparation.

_L'appendice convaincra le lecteur des possi-
bilités offeries an jeu déductif par ces deux
seules régles.

Insislons au passage sur Pimportance du Ca-
raclére effectif, mécanique, de cagu régles (comine
d'ailleurs des rL:f{Ies de formalion). A vrai dir=
la calégorie phi osophique de la procédure ef.
feclive, de ce qui est explicitement calcalahle
par une suile de manipulations seripturales sans
ambiguitd, cst au centre de toule épistémologiv
des mathématiques. Cela tient 4 ce que cefle
catégorie concentre I'aspect proprement exp-
rimental des mathémaliques, soit la matériali,
des marques, le monlage des écritures. Bache-
I{H‘tl ! nole qu'en ph sa’tluc. le vérilable prineipe
d'idenlilé est celui de Iidentité des instrumen s
scientifigues. Dans la question du ealeulable
dans linterrogation sur I'essence des u.lgl-:
rithmes, on rejoint le principe de l'invariance
des teritures, el du conlrile de celte invarianc:.
La démonstration mathématique s'éprouve dans
ijl:: criglntv.l r-.’:ﬁhi des marques. L'éeriture repri-

malhém [
! atiques le moment de la véri-

Une fos institudes les régles de déductian, il
faul choisir des formules iu?ﬁnies : les :::;n;::;c:«.
Ce choix caractérise la théorie considérée, il cn
Hign_u ln particularité, puisque toutes les nutres
:;ﬁ]tﬂ; {;iﬂ_n-:]tire Engig? {I&:matiﬂn el déduction
: ‘nérales. Le choix de i i i
f&rﬁnnc démonstrative, R, Tl Ol

oud  dispnsons en  effet mai "un
concept de In déduetion, L

Définition : nne suile finie de formules esl
mne déduction si chacune des formules qui Tu
composent

— ou hien est un sxiome

— ou ]hien {'érsuIte dgdl‘app‘l'icaﬂnn. a des for-
mules qui la préctédent dans s it "une
régle de déﬂucliinn_ FERARIN, S
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roduite}
héoréme

te formule (axiome ou formule
figure dans une déduction est un
sysiéme. i
pposons par exemple que nous ayons choisi
"BXIDIMmEs I

ax 1 : — P{z)
ax 2 1 — (U2)Px) - ~ Qfa)

Q‘mleu: verifiera (sans peine !) que la suite :

— Px)

— (Ux)P(x)

- — (Uz)P(x) — ~ Qfa)
. f— o~ DMa)

les ci-dessus (généralisation et séparation).
Mormule ~ Qfa) est done un théoréme du
eme que spécifient les deux axiomes,
. peul dislinguer des axiomes logiques et
axiomes mathématiques. Les premiers n'ont
tgard, dans la forme scripturale qui les ca-
, aux constantes fixes (individuelles ou
tives) ; les seconds, en revanche, réglent
t I'usage de ielles constantes, q]u'un peut
les symboles non lnglques de la théorie.
fuil, on uolilise fréguemment comme
es logiques des suites infinies de formuoles
slruclure (la loi de formation, ou d'ins-
) est la méme. Clest ainsi que lous
. tnoncés. (en nombre infini) du type :
+{B — A)l, ol A et B sont des expressions
L formées quelcongues, sont souvent rete-
8 comme axiomes dans un ealeul comme eelui
nofre exemple. Bien entendu, des conslanles
Burent dans la plupart des expressions de ce
. C'est ainsi que l'expression :

[Pla) — [Q{b) — P(a}]]

quatre  constantes, deox indivi-
s et deux prédicalives. Elle est ee-
ant du type requis [A — (B — A)], et B-
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gure donc dans la lisle des axiomes. Mais |,
consianles a, b, P, Q ne caractérisent en ris;
ce type, ni ne fondent appartenance de la inr.
mule & la liste, Seule la conformité globale de |2
¢ structure > d'inscription est en cause. Ausy;
bien, remplacant toutes les constantes par d'ay.
tres, ou par des variables, j'obliens une formul:
qui esl, elle aunssi, dans la liste, qui est g
axiome de la méme espice. On considérera done
que le schéma d'axiome qui commande la lisi,
ne dépendant que du connecteur logique qui ;
figure (I'implication), est un schéma logigue. ~

En revanche, soit § un prédicat fixe et a une
mn.:tante, considérons l'axiome éventuel sui
vanl :

istruction du concept de modéle :

sects fondamentaux
sémantique

s entreprendrons ici de faire « corres-
> au systéme, dont nous venons de dé-
syntaxe, une interprétation.

remitre idée est i coup siar de fixer le
: d’objets ot fonder la correspondance
¢ lés marques du systéme. Seulement, rien
t plus indistinct, et plus empiriste, que la
n d'une collection d’objets, au point qu'a
‘tenir, In sémantique n'aurait aucung chance
‘g'articuler scientifiquement : c'est unigue-
nt dans la mesure ot elle dispose du concept
ématique d'ensemble, et Iransforme par
effet la notion de multiplicité domaniale,
a théorie des inlerprétattons d'un sysléme
el échappe a colle impuissance. :
venons d'appeler structure le dispositif

L] L ]

(Ex) [S(x) - ~ S(n)]

Il est clair que le prédicat S est toul & fail
particulier, et n'est pas remplagable par un pri-
dicat queclconque, non plus du reste que |x
conslante individuelle a. L'axiome définit (-
plicitement) S comme un ‘};-n?dinn! ui détient
des pouveirs de marquage doi féranrfvjs par rap-
porl & la constante p. L'axiome pose en effe!
qu'existe une constante au moins telle que, -
clle est marquable par S, alors, a ne est pus
Il y a incompalibilité selon S entre a et cetle
autre constante (indéterminée).

Un tel axiome (séparaleur) sera eonsidérs
comme mathématique. Entendons : comme lid
au dispositif expérimental d'une théorie mathi-
matique particulitre, !

Nous verrons cependant un peu plus loin que
la différence intra-syntaxique entre axiomes
logiques et axiomes mathématiques n'est pleine-
ment pensable que dans sa référence aux mo-
dtles o1 ces axiomes sont « vrais ».

Un ensemble non pide V, qu'on appellera
Maine, ou univers.

Btre un « objet » de la structure signifiera
barlenir 4 cet ensemble. Mais I'appartenance
%t ici rien d'autre que le signe fondamental
1a théorie des ensembles, ¢, et sa rigueur est
+ de cette théorie méme. Il apparait déja que
émantique n'est une science (et le modéle
concept) qu'autant qu'elle s'établit dans
branche existante des mathématiques, en
e que la loi des intcrprétalinns d'un systéme
1el (mathématique) s'éerit dans la mathéma-
. elle-méme (non formelle). Qu'il n'y ait
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cependanl 1 ni cerel i i
¢ e ni sa
oo qﬂue HDI-IEIIS éclairerons dans Tglrsu??:ﬂlu
us uliliserons les letires v
- i, ¥ W, ,-' "
ﬂgﬂ; I:ﬁﬁxguage df:sr différences de ru];ix-;.—g'
< objef 3 gospl € V la propriété d'étre oo
u'euJ fait r_I-E I'univers, soulignant gy PESSHL’E
iscription sty g o, et
: ¢ de toules celles gui ¥
Foxpurimobnior otesitne - tant i & i
: 1 ion mathémati ’ ik e
lien matériel gy i dautre
ey Mmargues, A1¢ B8 en quol s'avére In différence

s Clast

B Ii.;ntf famille dp sous-ensembles de V, g
a9 5 nutml‘uns (pV], [qV], [rV]... On :1:.{11'?1-"T
que dans celle familje peul Hgurer I‘ur;-

sembl i !
mm“':* vide (l'ensemble qui n'a guecun dlé-

Avons-nous le droit de ;
considér o

EHL'I:H}EIE_T tomme un ensemble, rle:-iculrtlt? :::f.l':
thématique. des ensanbloess Madrenta 3. la .

a : es ui,
:‘l:::h?ﬂ{;.* mnlhr.’-mnhquu pose (ul::itﬂlt:::rd:ufﬂm
tous iH €8 parties) l'exislence de I'ensemb]e qulj
donl ﬁflmuamu?”“l’m’ de I'ensemble V donn,.
dtiss] d::ul-; E l{:‘*l;t':ifw :ﬁltimn partic définie, (]
L] u.u . I v =

matiquement Pexistence Etuﬁuilfsiﬁrflf c:fi?.i: =

C) Dewy margues supplémentuires, Vri et Far

On lira ces i
5omarques, si 'on ye i
4 . ut,

l’ur; ril'rt:,ux_x. Mais celle appellation, ﬂﬁrr;i:;‘n-
0 h;_}[ I::E II']:IJ‘.I.HI!'-’EI. r.'cut-h-éjlre idéulngl:u-]}h?iur-
va!rlre [pa;*usifailr:; _siﬁﬁnlique. esl inessentiells
i + SElle comple iei 1% ihi-
b :n vﬁﬁfﬂtﬂﬂﬁf ﬂ;i cqﬂfundreI;es deuxu::tl:iﬂr?[s:s-:
1 1m e
sﬂ%t ]'ﬂll:.léril?nﬂl]!] ini::pr?le'{c i
i .;:Iqt f;spﬁ]}mtél; ti:! lype pl{-reac:rit Par nos con-

5 . B, une siructure, i
ﬁI des structu.w:; un systdme forme] 5 &‘hﬂ
ploie la sémantique, S e
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BPOSONS gu'il existe une foncfion, notée f,
stion de correspondance définie sur les mar-
yntaxiqoes et telle :

‘A toute constanle indipiduelle du sys-
‘elle fasse correspondre un objet de Ta struc-
Ainsi, [{a) = u.

qu’h toute constante prédicalive elle fasse
sponidre un sous-ensemble de la famille qui
pit la structure : {(P) = [pV].

Ld

ons que [ opdre « enlre » les marques du
e formel et eelles de la structure, trans-
t 1a hi¢rarchie conslante individuclle/cons-
rédicative sur la hiérarchic : marque d'un
enil e 'univers/murque d'un cnsemble
ments de "univers,
transfert ne requicel pas la simplicité de
¢ exemple : si le systéme admetlail, outre
~eonstantes prédieatives, des constantes de
tion binaire, soit des marques assignées a des
es de constantes, on considérerail des strye-
X -_glus complexes, en faisant intervenir des
embles de couples d'éléments de I'univers.
iéorie des ensembles, par I'naxfome des poi-
garantit existence d'un ensemble dont les
nis sonl deux ensembles donnés,
dée qui va mainlenant commander la cons-
fon du concepl de modéle est la suivanle @
ant les ressources ensemblistes de la strue-
et la fonetion f, on dennera un sens 4 la
ité pour la structure, ou & la non-validité,
e expression bien formée du systéme formel,
P'on peut ensnite mettre en rapport la déduoe-
ilé syntaxique (le fait tguc I'expression A est
théoréme) et la validité sémantique (le fait
A est valide pour vune sbroclure, ou pour
Lype de structure, voire pour n'importe guelle
heture), on pent espérer cerner les conditions
15 Jesquelles une structure particuliére est un
idéle pour le sysléme,
‘évalpation d'une formule A se fait de proche
el proche, grace aux margues Vri et Fax,

a9



On posera d’abord:

Régle 1 : P(a) = Vri si el senlement si

f(a) ¢ £(P) ;

sinon, Pla) = Fax. Autr i

lc; TCEs10n inscrivant que a ;Eﬁgée E:L T :
pricté P, on fait correspondre le marqus ep i
Vri (la < vérité »), si I'élément u, q-uEf cr::
respond (par ) & In constante a, appartient o1

sepsembe [DV1 QU orecipond . pr

e Ie_E F ~ A = Vri si et seulement si
\ = Fax. S;pun‘. ~ A = Fax, Cesl la cla-
sique interpriétation de Ja négation.

Rigle 3 : (A = B) = Fax si
- = X 5i el seulement =i
K = Vriect B = Fax. Sinon, (A — B) =“‘va";|:1rl

Une implication n'est « fausse » i, I'
lécﬁdnnt tant vrai, le conséquent (l:l: si“:ulxm

itr::ltlmnr;ul:-n maintenant aux  quantificatenrs.
o e;z_::pr:essi:m B dans laquelle Ja variable x est
2 re.] warivans B(a/x) I'expression obtenue en

n';p aganl duns B, partout oir elle marquéé I
variable x paor la eonstante a, On posera : '

*

Régle 4 : Soit B une expressi i
: 1 58ion i
pas d'aulre vgrmh!tzl libre ;I::; n:.mﬁgﬁt
Eﬁiﬂ: -I_—m‘Jrl sl tnt lseuiumenl si il cxisle au
e canstanle, 11
Ba/x) = Vri, Sinon, (ExB = Fax, ¢ 92

Réaﬁe b o Dans les mémes conditions
X)B = Vri, si et sculemenl si pour foutes

les constantes a, b, ¢ 'ri
B®/x) = Vri ele, " = C o 0 @ Ba/x) = Vi,

Reste le ens deg formules #lémentat

i nia
::_E;::l u.I Pix), el pius_générnleent. le E l;iel.:.
s £s ouvertes (gui comportent des variahles
oo uangtﬁées}. Nos régles ne nonsg ettent
et d’évaluer de proche en prn-nﬁ:r:ilue les
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es closes. Ceci est bien mormal : la < vé-
'une formule ouverte n'est pas fixe :
end de la constante que 'on substitue
iable., Ainsi l'expression : P(a) — P(x),
la variable x est libre, est, pour la plupart
structures, fausse si l'on remplace x par
constanie différente de a. En revanche, I'ex-
sion Pla) — P(a), esl vraie pour n'importe
je slructure. L'évaluation d'une f[ormule
e doit donc tenir compte de toutes les
ulions possibles : on doit essayer loutes
mbinaisons oblenues par le remplacement

wariables libres par toutes les conslanles du

On généralise donc la procédure ulilisée pour
valuation des expressions quantifides. Soit A
g formule ouverle, et soit x, ¥, #..., les varia-
% libres différentes gu'elle conlient. On ap-
insfance close de A une formule du type
x) (b/¥) (e/z), on toules les vuriables libres
A ont ¢té remplacées par des constantes, I
paturellement un grand nombre d'instances
une formule ouverte donnée : ce nombre
d, el du nombre de warinbles différentes
sont libres dans la formule, et du nombre
¢ constantes individuelles du systéme formel
msidéré. Toules ces instances sont évidem-
t des formules closes (sans variable libre).
5 peuvenl done loutes &tre évaludes par
ploi répété des cing régles précédentes.
 On posera alors lu définition cruciale sui-
vante :

 Définition : Une formule A du systéeme est
i ur une stroecture, si, pour foute ins-
close A’ de A, on a, relativement a cetle
icture : A° = Vri.
n particulier, une formule close A est va-
'si A = Vri, puisqu'elle n'a pas d'aulre ins-
_j“c‘lusé qu'elle-méme (rien n'y est rempla-
. Om remarquera que cetle procédure est cons-

jite par recurrence sur la < longueur > des
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formules, c'est-a-dire sur le nombre des margus,
qui les constituent, On parl des formules ¢):,
mentaires du type P(a), gu'on évalue directemen
dans la structure, en examinant Pappartenyrn,,
évenluelle du « représentant > sémantique de ,
Al sous-ensemble de T'univers qui représenie o
On régle ensuite le procédé qui permet d'évaluer
nne expresssion A i partir g: Tévaluation, sin.
posée acquise, des expressions plus eoortes
que A contiént, ou que ses instances closes con.
Hennent. Ainsi, I"évaluation de ~ B se faj! ;
parlir de celle de B, celle de (Ex)B A partir
de B(a/x) ete.

La conviclion que ces régles  garantissen|
Pexistence d'unc évalualion pour une formm:l:
d'une longueur queleconque revient & admeli-.
le raisonnement par réeurrence sur les nombris
entiers (ici, sur le nombre de syinholes enlraq|
dans In composilion d'une formule). Ceci sug-
fére deux énoncés tpistémologiques :

1) La construction rigoureuse du concept e
modtle, dont I'évaluation est up moment, im
lique que I'éerilure formalisée soil < nou.
rable » par les entiers naturels - autrement
qu'une expression bien formde du systime for
mel soil une suite dénombrable, voire, pour Iu
plupart des systimes, finie, de marques ind.-
composahles. Parler de modéle, e'est exelyre
qu'un langage formel puisse étre continu.

2) Aprés le recours explicite & la mathém..
lique des ensembles, nous avons jei un reeours
plus ou moins implicite, 4 In mathémalique des
nombres entiers, et nommément & I'axiome d'in-
duction, qui la caractérise. Parler de modéle.
c'est présupposer la < vérité » {Pexistence) (=
ces pratigues mathématiques. On s'établit des
le début dans la seience. On ne Ia reconstitus
pas & parlir de rien. On ne la fonde pas.

Nous franchirons un pas de plus en consts-
tant que les régles de déduction du spstéme for-
mel ¢ econservent » la validits - o A est valide
et que B est produite par application d'une
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& A, alors B est valide et ceci quelle que
= iitrunlurs on la validite est définie. I.l
soi qu'en réalité, on a précisément choisi
quielles assurent une sorie de

fions rapidement cette asserlion pour
eux régles de la page 33, .5

it d’abord le schéma de la généralisation.
psons (ue A soil valide, el que l\UxJA' ne
t pus. La deuxiéme partie de cetle hypo-
@ implique, d'aprés la définition de la vali-
qu’il existe une instance close (Ux)A’ de
A telle que (Ux)A* = Fax. D'aprés la régle 5,
‘revienl o dire qu'il y a au moins une cﬁng-
le a pour laguelle "Afa/x) = Fax, Mais
@/x) esl une instance close de A, {J:'r. nmfa:
s suppose que A était valide ; toute instance
‘de A est done égale 4 Vri. 1l y a conltra-
tion, et nolre hypothése doit éire rejelée.
emarquons au passage qu'en invogquanl pour
onclure Ilt: principe de non-contradiction, nuuﬁ
isons une logique <« & 'état pratique v, |
A de soi en effet que les présupposés mathéma-
% de notre construction de concepl (théorie
‘ensembles, théorie des nombres entiers nplu-
- véhiculent également In logique sous-ja-
les procédures pratiques d'enchainement,
i ces fragments mathématiques s'arliculent.
e n'es! pas que de lels « prlm;:pcg logiques »
plombent la pensée, comme ¢'esl justement le
duns lu mfluphysique d*Aristole, du prin-
e de non-contradiction. Ces « principes » font
80 contraire parlie de ce que nous cxpérbTﬂn-
dans le champ de la produclion mathéma-
- concréte, el n'ont pas d'autre existence.
ussi bien sont-ils, au méme litre que les énon-
68 ‘mathématiques, susceptibles dune vériflea-
400 syntaxique, dans le cadre du montage de
mes logiques. i )

it maintenant la régle de séparalion. Pour
iplifier, nous supposerons que toutes les for-
les sont closes. Si lo conelusion B = Fax, la
3 pose que A = Vrientraine (A — B) = Fax,
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Mais nous sum:usnns A et A = B valides. 11 ¢4 |
done- impossible que 'on ail B = Fax. B ey
done valide,
Nos régles de déduction transportent ainsi |5
validité. Il en résulte cette conséquence majeurs
?ue si les arinmes d’une théorie sont validrey
out théoréme de la théorie est aussi. Une . ‘
duction (cf. page 34) commence en effet par ag

axiome, et ne comporte ensuile que des axiomes,
ou des formules produites, 4 partir de celles 1y |

la précédent, par application des régles : si |es
axiomes sonl valides, toule formule figuran)
dans une déduction est valide.

La Ffonetion de correspondance, qui souticnt
les procédures d'évaluation, définit alors une
sorle d'inférence, par Jle concept synlaxique
d'énoncé  déductible, du concept sémantiyie
d'énoncé valide-pour-une-siructure,

Nous avons alleint notre bul, et nous posons !

UNE STRUCTURE EST MODELE

D'UNE THEORIE FORMELLE |
SI TOUS LES AXIOMES DE CETTE THEORIE |

SONT VALIDES POUR CETTE STRUGTURE

8. Construction du concept de modele :

III. Jeux sur l'exemple

J'ai évoqué plus haut le départ 4 faire entre
logique et mathématigue. Le critére le plus sur
revient 4 ceci qu'un axiome est logique 'il est
valide pour foufe slructure, ot mal.hémaliﬁ-ue au-
trement. Un axiome mathématique, valide seu-
lement dans des structures particulidres, en
margue l'identité formelle par I'exclusion qu‘il
fait des antres dans ses pouvoirs sémantiques.
La logique, réfléchie sémantiquement, est Ie
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e du structural comme tel ; Ig mathéma-
" theéarie, comme dit Bourbaki®, des es-
de structures.
X :-ﬂ vraiment, dans notre exemple, des
ressions correctes valides uur'tuute strue-
g 7 Certes. Nous avons mentionné le schéma :
X {B —3 A), o A ¢t B sont des expressions
onques. Une formule conforme & ce sché-
sl toujours valide, zauaike:s gue soient les
ations de A et de B, donc quelle que soit Ia
aciure. En eflet :

[A—= (B> A)] =Fax (1)

A = Vri (2)

(B - A) = Fax (3}

500 A = Fax {4]

contredit (2) : notre hypothése doit

“Efre rejetée, et I'on a toujours :
; [A = (B — A)] = Vri

Par abus de langage, on peut dire : Le schéma
18 _u{uurs valide,

ecteur montrerait

ple, les schimas

aisément que, par

' ides indépendamment de toute parlicu-
' vdnel. la struulﬁrc. Ces énoneés sonl pu:reme:}l
wes. Ajoutés au schéma ci-dessus, ils sui-
st du reste & définir un systéme logique tm-
nt : le calcul des propositions (Cf. Appen-
. Il existe évidemmenl une inflnilé d’aulres
ules qui soni purement logiques, ne serait-
e celles gu'on peul inférer des lrois pre-
ires par les régles de déduction, puisquielles
aservent la validile, : )
Jintroduction des guantificateurs n’exclut
ement la pureté logique pour cerlains énon-
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cés, bien qu'spparemment i i
: ¢ il existe 3
]‘ pour lount » dépendent élroilement, qu;nlrg
cc:}ur validilé, de I'univers choisi. Donnons ¢n
'e un esemple trés simple, Soit I'expressiog

correcie
~ (Ex)P(x) — [{Ex) ~ P(x)]

qui lic existence et négation pour 1 i i}
Sugpnsnns (jue son évn}uagﬂn dcfnﬁzcdiimnin?

que Fax. Alors (régle 3), I'antécédent est VTai

et le conséquent faux. Soit - ¥

1** partie de I'hypo-
lh%sa 3 ~ (Ex)P(x) = Vri (1)
qui donne (régle 2) : (Ex)P(x) = Fax (2}
qui donne (régle 4),
pour foute constante

: : P(a) = Fax )
“ partie de I'hypo-
thise (Ex) ~ P(x) = Fax 4

qui donne (régle 4
pour lonte cuf‘\{slanijé
qui donne (régle 2) : P{a)

nu

Fax (5
Yri ()

Le résullat (6) contredit (2
Le résully it (3) : notre h
nmt tlre rejetée, ef l'expression dont nuﬁo?nil:!‘;
e;fs Gﬂli;ﬁdpeul EN aucun eas valoir Fax, Fllo
he p Fax. E
pué'prm:ut e li“ymlr toute strueture : elle est
! on retient cette définition sémanti
. | nti ;
f:iﬁn;?fr I?Eiqq::s. t;n voit done qu'ils ugu;‘ugﬁ?
s Slroelure i
pellll‘Lls'interpréter. 5 oh le systtme formel
¢l esl le résultat expérimental
L i
R'Ldtenluliu? < t;;mshlsl:nn%ité > de 111;‘ al::;-,giﬂ:l]ni:1
bl :ﬂen?:enr]l: de_]%_dli ] il 2’y a nulle contradie-
W pratique logique inhérente 3
démonstration, et la consiruei iy
I n, et uclion de fEmes
{?glqugs particuliers. On plulét eette c;g:ra?ji
on n'est que la dialectique vivante de Ia dé-
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stration (sémantiguc) et de 'expérimenta-
syniaxique).
r établir la < transhistoricité » de la lo-
, oo argue souvent d'un apparent cercle
: on ne pourrait tenir sur les principes
s aucun discours rationnel (sinon. le
de leur ¢ évidence »], puisque la ratio-
définit précisément par la conformité
purs & ces principes. La logique serait
déja-la, et par conséquent condition, et
‘résuliat, de I"istoire de la Raison.
us tentons de dire qu'en réalité la logique
en elle-méme une construction hislorigue,
dement articulée en principes actifs des
onstrations concrétes, et figures expliciles
n monlage formel. Le « cercle » se résoud en
eart de la pratique démonstrative el de l'ins-
tion expérimentale (ou ¢ formelle »), deartl
i est Ie moleur de I'histoire de celte science.
node d'existence historique ne différencie en
la logique des mathématiques.
inalement, la « transhistoricité » de la lo-
e se réduil 4 cette propriété expérimentale
n  systéme  purement  logique  {donl les
es sonl lous logiques) ne contien! aucun
unge de ses modéles. Ou plus exactement :
structure élant modtle pour ce systeme,
cept de modéle n'esl pas logiquement dis-
hle de celui de structure.
Is les axiomes mathématiques lévent l'in-
inction sémantique, et opérent l'inseription
i ve d'un écar! structural, ol se légilime
concept de modéle. De la qu'un logicien
e Church préfére nommer postulals les
aules initiales non purement logiques.
endant, le concept du logique est précisé-
construit selon le ecouple qu'il forme avee
~du malhématique : il ne le surplombe pas.
psition dun mathématiqoe et du logique re-
e syntaxiquement la distinction séman-
du modéle et de la structure. Dés lors
regard d'un systéme formgl donné, la
nee de deux struclures se marque a ce
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que l'uine est modéle, et 'autre nom,
classer dans le systéme les axziomes en
logiques et matgémaﬂq'ues £

quent 'unité de ce dont les
la différence.

Encore I'instrument de cette distinetion COm.
cepluelle, soit le concept de structure, et done
la théorie des enscmbles, est-il, quant & b,
mathématigue, en ceci que cette théorie, Sujipo-
sée formalisée, n'admel évidemment pas n'im.
porte quelle structure pour modéle, Nous revien.
drons sur I'effet historique de cet enchevétre.
ment,

Pour conclure, donnons un exemple élémen.
taire d'énoncé proprement mathématique.

Soil la furmuge :

(Ex) (Ey) ~ [(P (x) > ~ P (y}) = (~ (~ P (y) = P (x) ]

on peg
pureineq;
les premiers mg;.
seconds marquepy

Une lelle formule ne saurait étre valide pour
une structure dont lunivers ne comporte qu'un
seul délément, Surpnsuns en effet que, pour une
sh;m:turc de ce lype, on ait :

) (Ey) ~ (P {2} b~ P ()} = (= =Py = PO Ve o 1

Alors (régle 4), il exisle une constante a telle
que

By =[Pl = ~P ) s (=P PN =V

Done (dercchef régle 4), il existe une constante
b telle que ;

=P~ P b)) = (e (~ P W)= Pla))] =VA o O

Or eeci esl impossible. En effet, aux deus
constanles a et b correspond, par la fonction
sémanlique, l'unigme élément u de I'univers
Dés lors, '"évaluation de P(a) est exactement |4
méme lilue celle de P(b) : si [pV] est le sous-
ensemble de I'univers correspondant an prédical
P, I'évaluation revient & se demander si oui ou
non P'élément u appartient 4 [pV] (Régle 1 de
Pévaloation des formules closes).
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la formule (3), nous pouvons denc rem-
P(b) par Pla) sans modifier 1'évaluabion
semhble. La formule obtenue est :

a) — ~ P(a)) = (~ (~ P{a) —» P(a)))]

cette formule n'est jamais valide. On le
isément en Ila ¢ reconstruisant =z, Pia{gpns
tis par exemple dans le cas ol P(a) = Vri.
& ~ Pa) = Fax
(~ M™a) — Pa))
~ (~ P{a) — P{a))

Vri
Fax

1mn

slons ce résultat (1), On a par ailleurs,
g 51 P(an) = Vri.

Fax
Fax

¥ 3 : ~ P(a)
' 3 : (P(a) — ~ P(a)

i

ons ce résultat (2). De (1) et de (2) on
ire, par application de la rigle 3 :

) = ~ P(a)) = (~ (~ P(a) — P(a))] = Vri

£t finalement, par la régle 2 :
~ [(P (2) = ~ P (a)) = (~ (~ Pla) = P (a}})] = Fax

issons aun lectenr le soin d'établir,
efr!.l par la méme mn!thnfic. ue sl
— Fax, on aboulil an méme résultat. Clest
e I'hypothése initiale, concernant la vali-
la formule :

B (Ey) ~ [(P(x) =+ ~P Gl = (=(~P-=P&I]

étre rejetée, si I'univers d'interprétation ne
porle qu'un élément : dans un lel univers,
ormule n'est jamais valide, Elle preserit
si un type de multiplicité pour la strueture :
e posséde au moins deux éléments. Clest
une formule mathématique, dont le mar-
ge axiomatique produoirait la théorie de la
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structure d'ensemble 4 deux léments an moins,

sans exiger d'ailleurs rien d’autre d'une strye.

ture pour qu'elle puisse étre modéle du systéme

Nous avons considéré 1'efficace séparatrice
d'un axiome, qui dégage parmi les structures
type de modele. On peut poser le probléme 5.
verse : soit & trouver la signature syntaxign.
— l'axiome adéquat — d'un type de structurg
sup_fmsé donné, c’est-ii-dire une théorie formelle
dont cette slructure est modéle. Ce problime
esl précisémen! celui de la dfarmuft‘sm'ian matlie-
malique, Ja « donalion » des modéles étant icj
I'état historique des struclures, In proaduction
mathémalique réelle,

Reprenons Texemple ci-dessus, mais invers: -
cherchons un axiome tel qu'il ne soit valide
que pour les structures don! 'univers ne com.
porte qu'un seul élément. 1] est clair que pour
une structure de ce type, !'inlerpn!la?iun dns
quantificateurs est trés particulitre : le (Ex) <«
confond avee le (Usx), puisque l'existence d'un
¢lémenl de I'univers appartenant & un sous-
ensemble donné entraine que lous les ¢léments
(il n’y en a qu'un) lui appartiennent. D'afy 1'id /e
de prendre comme axiomes de Ja mathématioue
de I'Un toutes les formules du type :

(Ex)P(x) — (Ux) P(x)

ou P est une des constanles prédicatives admises
dans la syntaxe. Il y aura done autanl d'axiomes
de I'Un qu'il y a de telles constanles.

Supposons qu'une structure soit modéle e
notre théorie : tous les nxiomes en queslion son!
valides. Nous distingucrons deuy cas -

1) (Ux)P(x) = Vri (dans ce cas, d'aprés ls
régle 3, I'axiome est en effet valide). Ceei wveut!
dire que pour foufe constante a, Pla) = Vri
Antrement dit (régle 1), fous les éléments de
I'univers qui correspondent & des conslantes in-
dividuelles apparticnnent an sous-ensemble [pV

qui représente P. On dira que P est absolu pon:
la struetyre.

a0

[ ) = Fax. Dans ce cas {réglt:,_ﬁ],
: ﬁﬁ valide que si I'antéeédent de I'im-
n, soit (Ex)P(x), esl E.ga]cment’_évalfm par
Ce qui eniraine {régle 4) quﬂrr{ e.m,:;tn;E
constante a telle que P(a) = Vri. Ces
gu'aucun élément u de Punivers nurresptz;:—
une conslante n’appartient & [pV]. On
que le prédicat P est pide pour la structure.
liste de nos axiomes épuisant tous -lesi
ats du sysléme, nous obtenons le résulla
: une structure n'est modéle de la théo-
gnée par les axiomes du lype

a2 (Ex)P(x) - (Ux)P(x)

si tous les prédicats de la théorie sont ou
iis, on vides pour la slrueture, i
en résulte que Texistence de constantes in-
jelles différentes dans la syntaxe ;lu HY'S
¢ n'a aucune influence sur éyvaluation {Ei::
mules. Soit en effet deux constantes a r:lt |
n prédicat P. Ou bien P est shsolu, et alors
= Ib) = Vri. Ou bien P est vide, el alors
= P(h) = Fax. Sémantiquement, la théo-
eonsidérée est équivalente & la méme théorie
Ton ne dispose que d’une seule constanle.
" De la méme facon, on peut fort bien rumener
ste des prédieats i deux seulement : le prui
at « absolu > et le prédical « vide s, Car s
Q sont absolus, Plal = Qia) = Vri Féll.li'
nstante uni:Lm-. a. Et si P et (Q sont vides,
=-{{a) = FPax.
L] lnr!;. Ie modéle fondamental de notre thé?-
" modéle qui s'impose & I'évidence pl_]mi_ n
oric réduite, 4 une senle constante indivi-
e et & deux eonstanles prédicatives, F'une
e, l'autre vide, est le suivant

mnivers est un ensemhble & un senl élément,
‘qu'on écrira 1 u | '

les sous-ensembles sont 'ensemble vide et
Fensemble | 0 I lui-méme,
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A la constante s, on fait ¢
Dm L
ment u. Au prédicat vide, Pensemble g . o
p_réd_n:ut _nbsnlu I'ensemble | u [ Qu'un.$
tmNnne ainsi un modéle est trivial.
ous avons donc démontré le théorém
il‘l]; i’]] suli*_want : une théorie dont les a:io{lianjs_
mantiqement. ¢quivalents & won st
nie & une théorj i
32::1&! pour modéle une structure dont EI'urﬂlsl-
1 8 ne comporte go'un seul élément. C'élai
m:;; en grols. le résultat souhaité, -
8 exemples suffisent & montrer e
un Tudéh: est le concept, mn!héml;nq:::;;z:
‘constructible, du pouveir différentiant o ur
syatéme logico-mathématique. i
La double occurence des mathématiques dans

cel én 4
|lemnn?nﬁ§niﬂmﬂtu“u I'asppul de mon dévelop-

9. La catégorie de modile
et Vexpérimentation mathématigue

La legon la plus elaire d
| ¢ notr p
gﬂﬁjfﬁmﬁﬂ“&ffd"ﬁn du concept d: :;éatféﬂ: ;:E
) pendante, dans toutes s ¢t :
suceessives, de la théorie (mathé Rie) gee
L H i :
Egsa?hies. De ce point de vue, il es?{?ﬁiguiﬁjexi;i
melle & ot Achors e veapare la pesade tor

. IEn vérité, les marques ¢ h

systtme » ne peuvent déplover Nts @
terprétalion pour mllmpdg sgl;?é:;::mmle dd;#:
EL} emlu:l'oppemmt mathématique, qt?iu réor-
r:&m 85 unes aux aukres. L'état des ¢ forees
E:Jum mu:t:r:}s d‘ m.-ilf_he'matiquﬂs. non mentionnd
: dans linterprétation, n’ :
E?‘Ln?’ tei conditionne sa scin‘snﬁ;{]:}!éfstt 1:1-
¢ Punité do plan of syntaxe formelle ef do-
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soes « intuilifs » peuvent entrer en rapport.
truments de la correspondance font par-
ne théorie mathématique dont on demande
guvoir faire un usage ¢ nail ». On présup-
en effet que jouent conceptuellement (ma-
tiqguement) - des mots ou des marques
& ensemble, sous-ensemble, fonclion, &
jons, puissance d'un ensembie, ensemble
e elc. La sémanlique est ici un rapport intra-
ihématique entre cerlains disposilifs expéri-
mlaux raffinés (les systémes formels) et cer-
 wroduits mathémaliques plus ¢ grossiers »,
~dire acceptés, lenus pour démontres,
‘avoir ¢1é soumis A toules les exigences
fnscription dont le dispositif régle la con-

Mais précisément, la mise en -cnrren;t)unﬂuqcc

antique n'esl rien d'aulre que cette vérifi-
on méme. Elle permet d'évaluer le type de
siir scripturale auquel peut prétendre le
aine considéré, Le contrdle (technique) du
pme [ormel permel d'inserire une preuve i
wetibilité relutivement aux démonstralions
informelles (}ui constituent ses divers modéles.
" La sémantique est un protocole erpérimental.
Non pas du lout au sens ol les systémes seraient
e « formel > dont les modéles figurent les réali-
Sations concrites, mais, i l'inverse, au sens ol
s{ah‘:mns formels sont le temps expérimental,
Penchainement malériel de ln preuve, aprés
Cgelni, conceptuel, des démonstrations.

On ne perdra pas de vue, en effel, les théses
damentales de Lacan relatives 4 la matéria-
du signifiant ¥ : 4 leur lumitre, la célithre
inition par Bachelard des instruments seien-
ques comme « théories matérialisies » s'ap-
que de plein droit a ces dispositifs scripturaux
e sont les syntaxes formalisées ; synlaxes qui

en rialité des moyens de Ipradueﬁun mathé-
tiques, au méme titre gque le sont, de la phy-
ae, tube & vide ou accélérateur de particules.

‘La nécessité technigue, sur laguelle nous
‘avons insisté, d'un contrile effectif des proeé-
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dures syntaxiques, le caractére explicite des rpi.
téres pour I'expression correete on la déduction,
reflttent la fonction de vﬁriﬂcatiun-recﬁ.ﬁcatiun
dévolue aux systémes formels : i sagit d'uug
matérialité « rigide », manipulable ef ouver|.
Ajoutons que la parenté, de plus en plus evi
dente, entre la théorie de ces syslémes et |y
théorie des automates, ou des machines A cal-
culer, illustre de fagon frappante la voeation
expérimentale des formalismes, Encore faut-i|
bien comprendre que la matérialité ne COIMIman.-
te pas avec les machines ¢ proprement dites .
Un sysléme formel est une machine mathem.-
tique, une machine pour la produclion math,
malique, et placée dans le procés de cette pro-
duction.

Il y a cependant un aulre aspect, essenlic],
de la définition de Bachelard. L'instrumen!
scientifique, moyen d'enchainement de la preuve,
esl lui méme un résultat scienlifique. Sans oy
lique Ihéorique, pas de microscope ; sans ruj-
ture avee 'idéologie aristotélicienne du < plein
naturel », ‘pas de tube & vide ele. Ajoutons
sans arithmétique récursive, pas de systéme for
mel ; el sans théorie des ensembles pas de régle
d'usage scientifique, de prolocole expérimentul
rigoureus pour ces systémes, done pas de sys
thme non plus,

Nous avons en effet montré que les opérations
sémantiques requiérent un matériel mathém-
ique ensembliste non formalisé, mais on mon-
trerait facilement que I'étude des propriétes
synlaxiques clles-mémes requicrt des fragments
e la lhéorie des nombres enliers, et notamment
— nous l'avons mentionné ay passage — un
usage constant du raisonnement par récurrence
sur la longueur des éeritures. Ce sont 14 — par.
i d’autres — des régions de la science mn?hé-
matique incorporées aux dispositifs malériels
ot s’éprouve cette science. Ces ineorporations
attestent que les moyens de production mathé-
maliques sont eux-mémes mathématiguement
produits : racine méme de la < double ocen-
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: i défini-
des matheémaliques dans noire
ﬂ; concept de modele. Loin d'indiquer dlm
5 de la pensée formelle, la théorie des
es régle une dimension de 'immanence pra-
des sciences, proces, non seulement de :[llrn:
on des connaissances, mais de reprodue
itions de production.
ess lﬁf:ittli de ce ;uE:u:és, la di;ﬂﬂl}lﬂ:jﬂ ecr:!ﬁ:
: dmantique a la fragilité de le
.?:r:lli!e:cc et Etaugc d'un dispositif E‘Iplf:ﬁ
ental. Cette distinction n'a de ?nleu.!'t : Fude
jonner Vincorporation, par le l'IlBPl}E; b0
ns scienlifiques qui ne aon&_pa:ﬂi:il;{tg% Eurc 1
' la preuve od ee disp ‘
r “".f: dmimatlnﬂd, des perfectionnements op
tiques d'E: microscope, une avancée déeisive
dan: nnaissance des virns. A
1;1 c::‘lénw fagon, la distinclion perhnﬁngs
r sémantique et syntaxe renvoie au chob

L]

de la partie des mathématiques admise & figu-
ir dans le métalangage. ¥

1 'dt.rap elle ici « mélalangage » tout m.igslé!j cs;

is du langage courant (non formali b3

ris la mathématique « intuitive h'r.i!':unﬂ

¢ les opéralions synlaxiques et .=.En:mnt ]n-n'-
sent étre rationellement expliquées et |

Bbo ce poi ‘ue, b pour Vessentiel, il faul
di E' tlfl ]::?;uilaf: r:;;"ﬁne Jisciplinu arithmélique,
'antfque une discipline erlzsfemhl_{stn. li:.:hgrrl;
: la théorie des dispositifs dmacrlumé
'lpu: comme objels mailuima;uqlll'isl_.itf;:;ﬂiiqm
et ses concepts :
mﬁ-ﬁl —d Ll-m 4 larithmétique des U;;l;dll';ml.}li
msfinis —. Ces arithmétiques erm.:l:_ Hrln &
st d’ordonner, et de nombrer mﬂ!u. wéi nonh
“moniage espérimen:tal. r.nmmed sc“raiu:mue-
foree, la complexité ete., par des alane
ents portanl sur la structure des ins :E.un]:m
e le svstéme antorise ou rejette. E:?rrevmum;
éorie des usages du dispositif, gy
u opérations expérimentales, cherche &

classer les régions de la mathématique-materian,
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de la mathémalique & traite i

| nath r dans le dispositif .
;‘.gst la visée méme du concept de St}:.'.‘:'.il'_‘tl.:iﬂ-
rl:l}-lllli‘ruﬂ Iprc-dult dans la théorie Ia plus géne.
]J‘;SE:Z;I JIE Elll'js' er}w:ilnppaute dont on puisse djc
: eorie des ensembles (ou, mai L
c&lée des cabégories 1), i

el aspecl des choses a été partiellem

» - - - f

]:;ar: Kreisel et Krivine dans IeurI; < Eie'rn:nnts :;:
ogique mathématique > (1967), précisément
sous-titrés : théorie des modéles. Reprenant |5
:111;1?;:?1:1 ic {1deul:llugiqueJl relative aux < fop.

nts des mathématiques i isti
deux perspectives : 7 i Sgne)

— les « fondemenls sémanti
1 ques ensemblistes
]dunt < les nolions de base sont : les ni::nt-
les, Ia relation d’appartenance (entre en
sembles) et les opéralions logiques » ¢

réuni i !
sem?:lligi c::mp!émuntatmn ct prnjnr:r{ion (d'en-

— les < fondements combinatoire
: d s » dont ¢ les
Hntmna de base donl celles de mat;: I:;uili::
nie de symboles) d'un alphabet fini, d«
{‘ onclion combinaloire (dont les argaments el
c'::m r‘;’?lﬂ}lf? u?{nt:ﬂ de.-:bémulu}, el de preune
naloire d'identilbiés '
lions combinatoires) I:-.‘il ‘Rt dbuk fon:

Dans un eas comme dans I'a U1rs
soulignent ln  référence mnihggilti?t:umﬁ;m;
nante oil s'origine chaque perspeetive : Ja sé-
manligue est réaliste, elle « (aceeple) la termi
im!ugm_ensemhlish: dans son sens propre et ne
]: n:.nmqérn pas comme une fagon ge parler » ;
mélLiul inatoire repose sur des nolions (arith-
o ques) ¢ assez familitres, parce qu'elles
Interviennent implicitement dans toules les
mﬁh?ﬁm?tiques élémentaires ». :

als faule d'en finir avee I'i i ilate-
ra}e_ des « fondements s, Ereisgfnéggﬁ?rigi[:iat;e
saisissent pas la différence comme moment d'un
procés expérimental unique, oit la combinatoire
N'est que le montage expérimental pour une
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ation scriplurale dont la sémantique régle
mes pratiques. Ils en sont donc réduits &
leur opinicn sur les meérites respectifs
ue approche, dont la séparation est jus-
l'impuissance,
este que le seul support possible pour penser
Térence-unité du modéle et du formel,
semantique el de la synlaxe, est par eux
remenl désigné : c'esl le rapport intra-ma-
palique enlre un ¢ matériel de base » arilh-
ique et un malériel de base ensembliste.
5 lors que le concept de modéle articule
o différence, il faut s'atlendre & ce que les
ats theéoriques le concernanl adhérent &
atique mathémalique, et n'autorisent au-
exporlation. Non seulement parce que ces
ats concernenl des expérimentalions ma-
tiques, mais parce que la régle d'usage
ot ¢« modéle », les principes gu'engagent
émonstrations ol il figure, renvoient aux
mes concepluels des mathémaliques.
est en effel le cas : le théoréme fondamen-
al de complétude, pour un systéme du lype de
i qui m'a servi d'exemple, pose qlu'un tel
me est cohérent si, et seulement si, il E:::BF
e un modéle. (Cf I'appendice). Ce théoréme
un concepl syntaxigue (la cohérence) et un
pt sémantique (modéle). 1] se tient — dans
ojel de I'épistémologie des modéles — au
nt crucial de la jointure du <« formel » et
b « concret s, Mais sa démonstration exige
‘on puisse bien-ordonner foutes les formules
tes du systéme : ce qui, dans le cas géné-
revien! 4 utiliser un énoncé trés fort de
orie des ensembles : I'axiome de choix. Le
¢me de complétude n'a donc de sens cEle
I'espace de iravail des malhématiques. En
_eesi un théoréme de la théorie des en-
les, et méme d'une théorie des ensembles,
nous savons, depnis les travaux de
n, que l'axiome de choix est indépendant
antres axiomes, en sorte gqu'on peut cons-
une théorie des ensembles ou ['axiome
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de choix est explicilement nié. Clest dire gue
toute exportation hors du domaine propre
I'ex erimentation mathématique est illegitimg
1 du moins on prélend garder la rigneur e
propriélés du concept, et ne pas les dégrader ey
variantes d'une nolion idéologique.

Ainsi avons-nous établi que la calégorie phi.
losophique de modéle, telle qu'elle fonctionne
dans le discours du positivisme logique, est dou.
blement inadéquate.

Elle I'est d’abord en ce qu'clle prétend penser
la scienco en général selon une :ﬁﬁércnce (537
laxe/sémantique) qui n'est elle-méme qutine
rechute idéologique d'une différence régionals
intra-mathématique (enlre arithmétique récur.
sive el [héorie des ensembles).

Elle I'est surloul en ce qu'elle prétend revilir
l'idéologie empiriste de mots qui désignent los
moments d'un processus mnlgérnnticmei Darnsy
son discours en effel, « langages lormels » of
e [uils Empirir:{ucs » sont confrontés comme
deux régions hétérogénes, Que les seconds soicn!
éventuellement « modéles > des premiers per-
mel de « penser » Ia confrontation comme rap-
port. Mais précisément, en mathématiques, ie
disposilil  formel est ce par quoi, advenun!
comme moddéle, une région malhématique wc
voit transformée, iprouvee, expérimentée, quan!
an slatut de sa rigoeur, ou de sa généralite. |!
esl incongevable qu'une pareille transformation
soit celle d'autre chose que de ce qui, étant 1o:-
jours déjh mathématique, est sémantiguement
assignable comme susceplible de sarticuler au
dispositil syntaxique. C'est paree qu'il est lui-
méme théorie matérialisée, résultat mathémn-
tique, que le disposilif formel peul entrer dans
le proces de production des connaissanees mu-
thématiques ; et dans ee proeés, le concept d-
modéle ne désigne pas un dehors 4 formaliser.
mais un malérian mathémalique & éprowver.

Le discours de Carnap, comme celui de Lévi-
Strauss, esl une variante de I'épistémologie bour-
geoise. Dans la combinaison, qu'il exhibe, de

]

ns empiristes relatives au ¢ probléme de
naissance », el de concepts scientifiques
niés 4 la logigque mathématlique, combi-
i définit la catégorie philosophique de
Fidéologie est dominante, et la science

, La catégorie de modele
le temps bistorigue
iz production mathématique

Est-ce 4 dire qu'aucun usage épistémologique
i mol « mmlu‘:ﬁz » ne soit regevahle ?.Aﬂﬁurﬁ}
enl non, si l'on ¥ pointe justement I"historicité
¢ mathématiques, sous la forme de leur dia-
que expérimentale, La catégoric de modéle
mlors & penser le lemps, trés particulier, de
histoire. L I )
écisons bien la portée de ce développement -
e prétends évidemment Pu_s tirer du concept
odéle une doctrine de ['histoire des mathé-
ques. Bien au contraire, cctle doctrine ne
s'approprier la calégorie de modéle que
‘autant qu'elle a déjd commandé implicite-
enl, el la polémique contre les nsages notion-
tls (idéologiques) du terme, et la lecture iu
fncept (scientifique). e
Je dis senlement ceci : si 'on assume, dans
\cadre du matérialisme dialectique, une doc-
= de la production historique des con-
ances scientifiques, on est en droit de re-
Bnnaitre, dans le coneept de modéle, un indice
gtémologique, dés lors gqu'on y déchiffre la
ectique expérimentale de la production ma-
alique, et qu'on arrache ainsi celte der-
4 son statut idéaliste de connaissance
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¢ pure » « formelle s, « a priori s, ole.

Autrement dil, éclairé par le materializ g,
dialectique, l'examen rigourcux du Concep)
selenlifique de modéle permet de tracer iine
ligne de démarcation entre denx usages caifgp,
ricls (philosophiques) de ce concept : I'un, 108
liviste, qui I'asservit & Ia notion ( idéologiqur ) 4,
la science comme rePrésentaﬁuu du réel ; Mavire
malérialiste, qui, 'accordant & la théoric de
I'histoire des sciences, région spécitique du .
térialisme historique, rend indireciement play
facile son intégration efficace a lidéologie pro.
létarienne,

Finalement, les usages du mol ¢ modéle & s
trouveraient distribués dans un tablean du type
de celui de o pnFo 61, au centre duquel on Lronve
la lutte épistémologique qui concerne en fail I'en-
semble du « cours de philosophic » dont notre
développement n'est qi'une partie.

S'ngissanl des acceplions du mot « modéle »,
on devra en énumérer quatre :

1) Notion : la connaissance esl représentation
par modéles du réel-empirique-donné.

2) Concept (mathématique) : théorie des mo-
déles.

3) Calégorie, 1 (positiviste) : Le réel empirique
fournit la sémantique (les modébles) de la
syntaxe que proposent les sciences ¢ pures ».
L'expérimenlation est une évalualion-réuli-
salion,

4) Catégorie 2 (matérialiste-dialeclique) : Toules
les sciences sont expérimentales. La mathé-
matique est un processus de production des
connaissances, dounblement articulé. < Mo
déle s désigne larticulation econeeptuclie,
pour autant qu'on la rapporte 4 un dispositif
expérimental particulier : un systéme for-
mel. « Sysléme formel » désigne ainsi I'ar-
ticulation expérimentale, ou inscription. 1!
¥ a enveloppement de P'articulation-2 par 'ar-
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CATEGORIES CONCEFTS
{configurations (continents
philasophiques) | scientifiques)

" bourgeoise | [déalisme
e e ]

rialiste

spéculatif 'Mntllﬁuaﬁquen

L Physlque
Positivisme )
logique Biologie
\h
/
Epistémolo-
gie
matérinliste
A
Thiorie de
[ I'Inconscient
Matérialisme Matérialisme
s, dialectiqué |~ Historique

4

Politigue prolétarienne
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ticulation-1 : l'intelligence des mon
mels mathématiques se déploie +:htrlt:?.mﬂ:rl?g5 i-[?;

lique concept Smati
m{gmﬂs. ptuelle des mathématiques elje;.

On remarquera par ailleurs, & lire :
que ['effel n‘tlt_cndu de I'intervention é?i;::‘:l:rjner::n'
gique (matérialiste dialectique) n'est pas J:jj
mellre fin & ce qui définit ?a philosophis . =:
pratique d'un rapporl « impossible » entre |y
selence et l'idéologie. Ce qui caraclérise ceile
ilervention est en effet son rapport réflach| 3
Fm: sul:gnce tout & fail particuliére : le maléria.
hlﬂ}!?ﬂr istorique ; el, conjointement, son rapport
E daribrs istanee, 1o
nere mslunce, la ligne de démarcalis
shllusﬂpluquc a pour ru':l‘érer?{ prnlim:??nc‘}nrlltg
es classes dans lidéologie ; et celle lutte a

our enjer 1% iation-
ﬂquu xn{mliilli;m;rnphuimn de-classe de la pra-
Cet arriére-fond général, qui défermine |
coneeplion marxiste de la h?ll::-snph{}e.mr‘:en r:ft
tlre, ici, que violemment schémaltisé. Je me hir-
nerai pour linstanl & quelques indieations,
encore risquées, sur le jusle usage épistémalo-
gigue de la calégorie de moddle.
out d'sbord la théorie des modéles permet,
nous 'avons montré, de dilférencier mﬂtﬁé:nurh
quement la logigue des mathématiques, Ellc
regle un usage des disposilifs formels ermet-
tant d'y rnr rer les formules qui spéeiflent s
mathémalicité d'une structure, savoir ecelles «ui
conlraignent certaines struetures 4 ne pas éire
::J.!_nril'é]cla pour le sysléme. Or cette différenciation
inscril dans un vieux débat épistémologique
{-:ﬂ:teisi:cuu qui test L{::-_ique, < universel », ct
: qui est ma i i ‘ell
311]33’1-siﬂe Ict rulic:-n.ﬂlisa]-:!1 e Gl e
,Dun autre edté, 'usage principal d i
s'altache & la prnductifn l:ie prﬂuve: sd?ﬂgrﬁl{‘-
rence relntive et d'indépendance, :
Soit T une théorie g::lrma!isée définie par sef
axiomes, et soit A une expression bien formée
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langage formel adopté. Désignons par
A) la théorie oblenue par I'adjonction de
axiomes de T. On dira que la formule
cohérente aoec T gi, T elani sugpnséc
nte, (T 4+ A) P'est aussi. Comment établir
nblables résultats, dont l'apparence est
ent synlaxique ?
théoréme fondamental de complétude nous
qu'une théorie est cohérente si et seu-
at si elle admet un modéle. L'hypothése
ernant la cohérence de T revient a consi-
cette théorie comme linscription expéri-
s d'une structure. En « travaillant » cette
¢ — en développant la cohérence sup-
de T — on cherchera &4 produire un mo-
Ble de (T -~ A), c'est-h-dire une structure qui
it modéle de T et o, de surcroil, A soit
ide. La cohérence de (T -~ A) est alors ga-

t par ce binis que Gidel a démontré, en
la cchérence de I'axiome de choix et de
sthise du continu relativement & la théorie
ensembles sans uxiome de choix ni hypo-
du continu,

Vintérét de cette démonstration, son poids
émologique, tenail a ce que l'axiome de

était ?ﬁsculé. voire rejetd, par de nom-
mathématiciens et logiciens, qui admel-
t en revanche le reste de la théorie, Celle
cion relevait d'une certaine vision des
émaltiques, qui privilégiait les opérations
ectives » et la fonction fondalrice des nom-
~ entiers. Elle dépendait done d'une caté-

(philosophique) : la catégorie séparant ce
{ sP mathématique, ou rationnel, et ce qui
t pas.
expérimentalion gidelienne, oil le dispositif
hel, soit Paxiomatisation de la théorie des
mmbles, joue nn rile déeisif, interpient done
fans une conjonctore ]:_:'-Histémulngiqun, par les
Boyens de la science. Elle prouve que l'axiome
g choix n'est, du point de vue de la cohérence,
88 plus < risqué » que le reste de la théorie
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des ensembles. Elle dissipe le soupgon. Elle
rantit 'usage. Ce faisant, elle hanli:}urme. L‘f;
as la théorie, mais son stafut dans le Proci,

slorique de production des connaissances .
la_question, un moment obsédante, de savoir s
I.;L nuh_t?; én?inc:’a est indépendant, pour sa dz

nsiralion, de I'axiome « donte "ex
se%tiel cﬁ: son intérét, Sk

ans doute celle intervention, par la minut;
méme des montages Expérlmg]ntaux qu'nl]:
¢xlge, vienl-elle toujours aprés—coup. La pro.
tque avait déja largement tranché en faveur de
Paxiome de choix. Mais précisément, I'interven.
tion modifie ce « choix » par Pépreuve & quoi
elle le soumet. L}u‘il en sorte confirmé, et se
trouve élabli qu'il était moins un < choix »
quune nécessilé intérieure au processus matl s
malique. Ainsi en ysique le refard de la prea-
ve fi:xpc-rimentnlc opere-t-il  rétroactivement
au;*t I unfliciparfon mathématique.

appelons maintenant un exemple classique.
Appelons GE la théorie, su posée nrmnlisée? ila
la géométrie euclidienne dans I'espace. On la
auPpum: cohérente : elle admet done un mo-
dele, d'aprés le théoréme de complétude. (in
considérera, pour simplifier, que ce modéle cst
!e_a aee euuhdugn, lel que nous en avons « 'in-
tuition > scolaire (mais ce sonl la des noms,
pour des slructures complexes exprimables duns
[ lapgagq de la théorie des ensembles),

Soit maintenant la théorie obtenue en rempla-
anl, dans la géométrie euclidienne du plan
sous-lthéorie de GE) le eélélre postulat d'Eu-
clide : « par un point exlérieur 3 une droile,
il Fasse une paralléle & celte droile et une
seule s, par l'axiome (qui implique la négation
du précédent) : « par un point extérieur & une
droite, il ne passe amcune paralléle 4 celte
droite. » On appellera GRP (geométrie plane de
Riemann) cette nouvelle théorie.

On va inlerprédter GRP dans une strmcture
consiructible a partir du modéle de GE. Soil.
dans ce modéle, donl 'univers est un espuce

4

Jidien, une sphére (euclidienne). Elle sera
mnivers de notre sous-structure.

_ Aux constantes de GRP qui marquenl les
| points (du plan), on fail corres ondrﬁ les
ints de Ia sphére. Mais on convient d'iden-
lifier denr points diamétralement opposés :
_ les « éléments » de notre structure sont amsi
des paires de points.
_ Aux conslantes de GRP qui marquent les
droites (du plan), on fail corres ondre les
grands cercles de la sphére (cercles dont le
plan passe par le centre de la sphére).
— La relation enire droites : < avoir un point
 commun > s'interpréle sans changement.

‘On vérifie aisément que cetle structure est
modéle pour les axiomes « normaux » de GRP :
par exemple, P'axiome (commun & GRP et GE) :
& par deux points il passe une droile et une
e » slinterprile : ¢ par deux points diffé-
ts, c'esl-ii-dire nun—diam:‘:lmlsrnunf.1npp‘usﬂ:;l.
ln sphére, il passe un grand corcie @

seul s, ?E que*i nslpvrni dnnnﬂroul modile de GE
{cest un théoréme de GE, ou plutdt son inter-
prétation).

" On constate en oulre que l'nxiome gui carac-
térise GRP (linexistence des paralltles) est va-
e pour celte structure, puisque deux grands
cercles d'une sphére se coupent loujours.

" Si done GE admel notre modéle, on y peut
eonstruire un moddle pour GRP. 1l résulte de
‘ge dispositif que la eohérence de GRP est ga-
rantie par celle de GE.

Il en résulte mussi que le fameux postulat
d'Euclide est indépendant des autres axiomes de
GE. Si en effet on pouvait le déduire de ces
miomes, toul modéle de (GE - A':I — inseription
formelle de la géométrie euclidienne moins le
postulat — serait aussi un modéle de GE, puis-
que |a déduction conserve la validité. Mais notre
i¢le de GHP est un modéle de (GE - A), car
les axiomes autres que le postulat d'Enclide
sont conservés dans G'{lP, et par conséquent tous
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valides pour la structure-sphére. Or cette struety.
re n'est certainement pas un modéle de GE, puis.
que la négation du postulat y est valide. Fl on
résulte qu'on ne peut espérer déduire ce Pos.
tnl_at {non valide pour une structure) des autre,
axiomes {valides pour cetle structure).

_C'est ainsi qu'en produisant un modéle enc|i
diecn de la géométrie de Riemann, Poinear
etayait rétrus]r:eutivemcut l'avancée des géom.
tries ¢« nouvelles » sur des concepts, cenx e
la_géomélrie classique, dont une pratique sécy.
laire paraissait exclure tout soupgon d'ineol;-
rence,

Et c’est également ainsi que ce modéle, par
la preave d'indépendance qu'il administrait,
transformail rétrospeclivement le statut dos
vains ellorts déployés depuis des siéeles pour
démontrer le postulat d'él-‘ll.‘liﬂl;‘. ! échee néces.
saire, el non de circonstunce, Impossibilité, o
non lmpuissance. Du méme coup, le modele
mel fin & la pratique qu'il juge.

Ceei nous conduit 4 la véritable portée de |
calégorie de modble,

Sup{msunl assumée une configuration ma-
thématique inscrite dans Ihistoire de ectle
science, la faire apparaitre comme modéle d'1n
systtme formel, c'est-a-dire la traiter par e
mécanisme, produit I'effet principal d'en placer
la particularité, de l'exporter, hors des illusions
immédiates de sa production singulitre, dans un
cspuce mathématique plus général, celui des
modéles du systtme : le dispositif expérimentsa!
est un earrefour de pratiques,

Ces opéralions de placement peuvent &ire
historiquement déeisives : au début du xrxe sic
cle, en fait de groupe, on ne connait guére que
le cn]r.ul_ sur les substitutions : le d agemen!
progressil des axiomes de la structure de o
résulte_de manipulations seripturales qui font
apparaifre les <« groupes de substifulions -
comme des modéles parmi d'autres. On sait
quel élan cette généralisation devait donner »
l'algébre tout au long du sitcle.

it

il remarquer, le véritable probléme posé
cet élan est que la généralisation donl il
ulte n'est qu'apparente : en effet on sait bien
que foui groupe est isomorphe & un groupe de
substitulions. Cest que le formalisme est I*t;sfreu-
ye rélrospective du concept. Il commande le
temps de la preuve, non celui de l'snchevéire-
ment demonstratif. Le placengent ig'i;l aptre
sous la  juridicion du  conecept modéle
réajuste les concepts traités 4 leurs propres pou-
woirs implicites. Identique et déplacé, le concept
@ groupe de substitutions a traversé I'expéri-
mentation dont le montage spécifique était Ia
héorie formelle des groupes quelconques. Ainsk
s'esl trouvée vérifide son importance, déji mar-
uée dans sa predominance pratique au début
i xix* sicele, et reclifié le type de généralité
uel il pouvait prétendre.
L usage du mol ¢« modéle s délivre 4 mon
gens unc mh’:%ﬂriu épistémologique  féconde.
‘Dans le procés historique d'une science, je pro-
pose d'appeler modéle le statut qu'assigne rétros-
pectivement & ses premibres instances pratiques
Jeur transformation expérimentale par un dis-
“positif formel défini.
. Inversement, I'historicité conceptuelle, c'est-A-
\dire la valeur < productrice » du formalisme,
lui vient et de sa dépendance théorique en lant
(quinstrument, et de ce qu'il a des modéles :
e ce qu'il s'incorpore doublement aux condi-
ions de production, et de reproduction, des con-
iaissances. Telle esl la garantie pratique des
maontages formels,
~ La catégorie de modéle désignera ainsi la
eausalité rétroactive du formalisme sur sa fiu'ul-
Pre histoire scientilique, histoire conjointe d'un
objet et d'un usage. EL I'historicité du forma-
lisme sera l'inlelligibilité anticipante de ce gu'il
‘Eonstitue réirospectivement comme son modéle.
Le probléme n'est pas, ne peut pas &tre, celui
rapports représentatifs du modéle et du
‘eancret, ou du formel et des modéles. Le problé-
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me est eclul de [lhistoire de la formalizatic-
¢« Modéle > désigne le réseau croisé des re':r;:}'
actions et des anticipations qui tissent cette his.
(l:?[]::.lcﬁ: soil ce qu'on a désigné ¥, quant & Fanii.
1 Om, comme Col uant &

lion, comme refonte, g aae AR Cesaie;

b8

1 : LE puT.

. Mon intention est de donner ici tEuquucs indi-
gations sur le théortme de complitude, nolum-
nt en ce qui concerne les theories purement
ques conslruiles dans le langage de mon
ple fondamental. On se reportera done de
jouvesu au deépliant.

. Ces remarques, oulre qu'elles cxerceronl e
eur nu ¢ va-cl-vienl > caracléristique des
thodes sémantiques et au raisonnement syn-
igue type (récurrence sur la longueur des
jtures), ont le mérile de légitimer V'exemple
uestion. Une forme du théoréme est en ef-
a suivanle : tout théoréme ou axiome du
systéme est valide pour toule structure ; inver-
gement toute formule valide pour loute strue-
fure est un axiome on un théoréme du systéme.
~ Ce systeme permet done de déduire toules les
formules purement logiques exprimables au
moyen de son stock de marques, el elles seules.
Nlimporte quelle stincture esl maodéle pour ce
systéme. Cerhe équivalence sé¢mantico-syntaxique
nous assure que notre dispositif est une logique
formelle compléte (R ce niveau, qui ne com-
porte (que des prédicats 4 un seul argument).

" 1l s'agit moins de démentrer complétement le
théoréme, on de mentionner les méthodes les
‘plus efficaces, que de parcourir eertaines pro-
‘eédures usuelles, selon un rythme délibérément
‘ralenti, ou aceéléré, En principe, un peud d’at-
‘tention doit suffire, rien n'est requis. Au pas-
‘sage, des < fins de preuve 3 seront laissées an
ectenr & titre d’exercice.
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2 : DESCRiFTION DU DISPOSITIF SP

Nous appellerons ce systéme Sp (sysléme pre-

dicalif), Le stock de marqu

X cs ef les

gnrért]r!almn sont celles de galre nxempf;!gzgi LI1:
ptmnt}. Les schémas d'axiomes sont les sy

vanls (sauf récision conlraire, A et B sont d*]-

expressions bien formées quelcongues) k

Ax I -
A (B - A
Ax 2
rA—H{:-:-nﬂ—-[m-;m—a-(A-n;}]
Ax 3 :
As(~AaB
Ax 4
A= ~ A) 5 ~ A
Ax &
~ e~ A A
Ax 6 :

(UX)A = A (f/%), ol x est ik

; re d

Eg ft'i“ soif une cu'nsl.untn, s0il Eneaﬁrfﬁhﬁ
n lide dans une partie de A o v est libre.

Ax 7

pas I{illg:i éﬁn:fj = [A — (UB], si x n'est

Nous ne posens pas la questio ir si
fes axiomes sont ipdépnm;'antm EI:‘ndl?aist“ici;r nS::
¢ sont pas : les axiomes 3 et 4 se déduisent des
axiomes 1, 2 et 5. Mais notre choix simplifis Jo:
dégunstmtmns. i

Un pourrait s'étonner de ce 2l
:i:vi“n{l:?s ne mentionne le q-uanti.ﬁcg?eu:'m:?istgﬁ
s ‘est que ce guantificateur est définissable

partir de I'universel et de la négation. L'as.
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irtion « il existe x ayant la propriété P > équi-
{sémantiquement) & 1'assertion : « il est
gue tout x soit marquable Ear non-P. »
considérerons donc que (Ex)A n'est qu'une
¢ abrégée pour ~ (Ux) ~ A, Dans la
-, on considérera que toule expression guan-
s comporie exclusivement des quantifica-
s universels.

es régles de déduction de SP sont celles que
s avons déja menlionnées : régle de sépa-
on el réile de généralisation. Le systéme est
complétement déerit (monté).

83 : Tout THEOREME DE SP EST PUREMENT LOGIQUE

Notre intention est d'établir gue toute for-
mule déductible dans SP est valide pour toute
structure, 1l suffit pour cela de vérifler que les
axiomes le sont, et que les régles de déduction
servent la validité, Nous conviendrons de
« L-valide » (logiquement valide) la pro-
1é d'dtre valide pour toute structure.

n ce qui concerne les axiomes, nous laissons
jellement le travail aux lecteurs. J'ai dﬂh
montré dans le texte que le schéma A — (B — A)
Etait toujours valide. La méthode est la méme
pour les axiomes 2, 3, 4 et § (emqloi répété des
egles sémantiques 2 et 3). Pour 'axiome 6, on
perra qu'il est certainement L-valide d’aprés
a téale 5.

Traitons le eas de 'axiome 7. 8'il n'est pas
L-valide, il existe une strocture telle qu'nne ins-
lance close de cel axiome ly prenne la valeur
Fax. A ne contenant pas [a variable libre x,

:_‘ s'éerit :
(Ux) (A = B*) = [A’— (Ux)B’] = Fax (1)

oft A” est une instance close de A et B’ une for-
mule dont la senle variable libre est x.
"La régle 3 exige, pour que (1) soit vériflée :

(Us) (Ar - BY) = Vri
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soit pour toule constante a {régle 5) :
(A" — B {g/x)) = Vri 9y

La régle 3 exige que simullanément :

; (A* = (Ux)B’) = Fax
soit (régle 3) A’ = Vri (5
et (idem) (Ux)B* = Fax

ce qui veul di g
2 {:EI s :m: (régle &) que pour une conslanie

B’ {a/x) = Fax 4]

Si les Egulilés (3) et (4) sont satisfai :
¢ i 4) s 2 les, (21
peut Uétre, L'hypothise doit ftre rejetée, et niirs
uxiEum{'. v L-:g]li]:iju, ¢se doit &tre rejetée, el nolre
n ce qui concerne les riégles de déducti
SP, nous avons déja montré g  Gnreiies
cn;servuicut la valfélitruntm PSR MR
Nous sommes done assurés que ant
d'axiomes valides pour toule str?::lﬁr£“2t-:utul~
déduirons exclusivemen!t des formules valides
pour toute slruclure. Notre systéme SP ne com-
p?rtc aucune déduetion mathématique : il n'cx
périmente pas les différences structurales. 11 !
t:nﬁ mm:}hlnn logigue. ) |
este & élablir que cette machine épuise le
ﬂ}pinu Jogiyue exprimable par ses pre::n{:r;{-lr
Lmn:rlpt on. Aulrement dil, que toute formul
C;valiﬁfﬂ n:lltzﬁlninemnnl déduclible dnns SF
5 Hueou 1 i e
fquelques détours. R i GRECAN: skl

4 : THEOREME DE LA DEDUCTION

Dans la pratique mathémati inf
3. EBU\"EEI‘]EIESI?EH. pour étab irE :nnniﬂléﬂﬁ'r;iﬂ
une condition supplémentaire par rapport & la
énéralilé structurale dans laguelle on travaille-
EE:si IF sj;a]j:l:mux usagel scolaire des < hypoth:-
: e 2 '8 i
s = sl l*énr:rlj]:ll;?{ii . énoncé A, alors, je peur
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] plmmment. ceci se traduit dans notre lan-
ogique par la formule : A — B. Appa-
ont senjement. Dans un systéme formel cn
la supposition n'a aucune place. (A - B}
fle & la rigueur :si j'ai déduit A et (A — B),
ax déduire B. Clest le sens méme de la
e de séparation. Mais si, dans SP, je ne peux
déduire A, la déduetion de (A — B) ne dit
quant a la déduetibilité de B. Comment dés
s traduire 'idée que I'hypothése A permet de
lure quelque chose pour B ¥
" Nous allons montrer que nolre systéme est
apte & inscrire ce probléme.
~Au fond supposer que A est vraie revienl &
fajouter aux axiomes. Soit (SP T A) le sys-
féme obtenu par adjonction de < “hypothise »
A aux axiomes de SP. Pour simplifier, nous ne
idérerons que des formules A closes. Alors,
s avons le résultat suivanl, qui commande
fait I'efficace déduclive du dispositif :

| Théoréme de la déduction : 5i la formule B
est deéductible dans le sysleme (SP - A), ln
ormule (A — B) esl déductible dans le sys-

" Considérons une déduclion queleonque dans
e systéme (5P - A). Clest une suite finie de
formules, que nous numérotons (dans l'ordre
‘déductif) de la facon suivante : B1, B2, B3,...
Bn. Nous allons raisonner par récurrence pour
ftablir que (A — Bn) est un théoréme de SP
{sans I'axiome A).

. Examinons d'abord le eas de BI1, premiére
formule de la déduction dans (SP + A}, Toute
'@éduction commence par un axiome : Bl est
one, ou un axiome de &P, ou l'axiome supplé-
I entaire A.

__ Si Bl est un axiome de SP, on a la déduction
suivante dans SP :

B1 (axiome par hypothése)
Bl — (A — Bl) (axiome 1)
A —» Bl (séparation)
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- si_Bl st I'axiome supplémentaire A
1:11_550]13'311 lecteur le spc?i.u de wérifier ’qn:l:"f;
suile suivante est une déduction de SP -

A [[C= A) = A]
[A—s [(C— A) = AJ] = [[A— (Cs AY] = (Aep A)] (Ax.2
[A=CasA]aAA)
A== A)
A
A

A
Bl

—
—

Ai%ﬂ' If.l’:ru-; B1) est toujours déductible dans Sp
wous formulons maintenant Phypothése de ré-
I"H;‘J'ERCE :_Suﬂ:nsuns que pour tnlmg formurn rﬂi
Jl‘,? dant Bn dans une -iéguctinn de (SP -1 A
N Jormule (A — Bi) est déductible dans SP.
ous allons montrep qu'alors, (A — Bn) el
également déductible dans SP, =

rugﬂﬁs :tSP + A), on peut produire Bn de trois

4) Bn est un axiome de (SP A
:;;‘?1:33.1 datSP, t;y l'gxipmc A, !}n::t ce Jéuf.oﬂzcrﬂ:f
ent appliqué, ci-dessus g Bi L4
(A -+ Bn) est délzlucﬁhle dans SP. g EARAEN

b) Bn est produite par 1a régle d i
Dans ce eas, |l cxiylepdﬂa l‘mﬁuie: %fa—rfnf;?-
¢l Bi qui précédent Bn dans la déduction (dans

le systeme (SP i
sui*.?;nte =R El;!_:A”' On a alors la déduelion

A = (Bi 4 Bn) » apris I'hypothize de réeurrence,
[A = (0 = B)] 5 [(A - Ri) = (A — Bn)] {axiome 2}
A ~ Bi) —» (A — Bin) (séparation]
{A — Bi) (hypolhise de réenrrence:
(A — Bn) (séparsticn

. €) Bn est produite par la régle de isa-
tion. 1l existe alors Bi qui précé%e Bn Esg.ﬁihfl:-
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gction, avec Bn s'écrivant : (Ux)Bi. On a alors
‘déduction suivante dans SP :

Bi, par I'hypothése de récurrence
(A — Bi) (régle de géneralisation)
(A - Bi) -» [A - (Ux)Bi] (axiome T).

siirement applicable, car A étanlt une for-
jule close, x n'est pas libre duns A).

A — (Ux)Bi  (séparation)
A = Bn  (feriture de Bn)

Rassemblons nos résultats : étant donnée une
Méduction dans le sysiéme (5P - A), sa pre-
mitre formule, Bl, est telle que (A — B1) est
n théoréme de SP.

Et si les formules qui préctédent Bn ont celle
popricté, Bn I'a nussi.

I Toute déduction étant finie, un théoréme de
SP - A) est toujours au rang n (fini) dans une
tduction, L'usage métathéorique, informel, du
ighiéma de raisonnement par récurrence nous
mlorise 4 conelure

' Si la formule B est déductible dans le sys-
bme (SP -+ A) ot A est une formule close,
A — B) est déduetible dans SP.

5 : COMERENCE RELATIVE
DE CERTAINES EXTENSIONS DE SP

Su posons que la formule close ~ A ne soit
bas déduetible dans SP. Ajoutons la formule A
flix axiomes : nous obtenons ainsi une nouvelle
héorie, (SP -+ A). Nous allons montrer que cette
héorie est cohérente. _
‘Rappelons qu'une théorie est cohérente s'il
existe au moins une formule A qui ne puisse pas
déduite dans la théorie. Si done (SP + A)
incohérents, on y peut déduire n'importe
glle formule, et en particulier la formule ~ A.
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Or, si ~ A est déductible dans (S

¥ kY P _!-| :
théoréme de la déduction nuu: (gara:':tiin . 36
(A > ~ A) est déductible dans SP, Mais ©

(A= ~A) s ~ A

est un axiome de 5P {(axiome 4). Par sépars
= A serait donc déductible dans rSﬁpﬂé:T;;ﬁ'
= :slgl?';;;t F:;;Steéne?}' supposé qu’elle ne I‘étuii
Ras s rejnt::-.rf. ¢ l'incohérence de (SP -L 4)
Si la négation d'une formule clo
: i A de Sp
n'est pas un [héoréme 4 Sl"l‘r Te hats
(5P 4 A) est cohérent, = i BN

B : Powrte pu THEONEME DE COMPLETULI

S nous arrivons i démonirer ; [
complétude, soit : toute théorie L?J;rﬁi?:?nﬁ -uirir
met un modéle, nous serions assurés gue notre
systéme SP est bien une Jogique déductive com-
p-!in{e. autrement  dit ¢ toute formule close
;.*in de dans loute structure (universalité sérman-

que) est un théoréme du sysiéme.

En IRTF.]I.. slmt Alu{ng formule elose L-valide.
~ o~ esl aussi (rigle sém b
n'est pas déductible tlnr%s 5P, :niiq]f nEnjr; i;:u:
En effet si ~ ~ A est déductible, -

£ : ::t - A (axiome I
A (séparation
est une déduction de SP, et A est un théoréme.

contrairement 4 hypothise. Mai 1
n'est pas déduetihle Em 5P, la L?llésnrf: i
(SP . A}

est cohérente (théoréme duo pa
ragraph e
g:ﬂl}- Done elle admet un muHE!e :i IE &ég:é:ﬂf
_complélude est vrai. Dans ce modéle, ~ A
axiome de la théorie (SP 4 ~ A} est évidem-
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ent valide {définition du modéle). Comme A est
Snosée L-valide, elle est en parliculier valide
yur la strocture qu'est ce modéle. Mais deux
Brmules A et ~ A ne peuvent élre simultané-
gent valides dans la méme slructure : notre
pothise initiale doil étre rejetée ; 51 A est
valide, elle est certainement un théoréme de

asi, sous la condition du theordme de com-
Métude, toute formule purement logique de 5P
gl deductible dans SP.
! Remarquons au  passage que ce resultat,
sgomme le précédent, el comime le théortme de
8 déduclion, valent pour toute théorie qui com-
les axiomes de SP. Done, en particulier,

our les théories mathémaliques ohlenues en
gjoutant a4 SP des axiomes non purement logi-
thies. Soit pour des dispositifs expérimentaux

mathématiques, dont la logique sous-jacente est
articuléc par SP.

7 : LE LEMME DE LINDENBAUM

| Une question synlaxique intéressante concer-
nant les pouvoirs expérimentausx d'une théorie
formalisée est celle de sa saturation : le disposi-
B permet-il effectivement de clusser toutes les
Mormules closes en démontrables on réfutables
{unc formule est réfutable si sa négation est dé-
‘montrahle) ? Si tel est le cas, on dit que la théo-
rie ost saturée. Etanl donnée la formule clase A,
u bien A est un théoréme, ou bien non-A est un
Dreme.

. Remarquons toul de suite que, pour un Sys-
féme purement logique comme le nitre, la safu-
ration {(syntaxigue) entralne la complétude (sé-
mantique). Si en effel. nne formule A est L-
yalide et n'est pas un théoréme, ~ A est un
‘théoreme (satoration). Mais alors, ~ A est L=
valide, puisque nofre systéme est purement lo-
gique. &mme il est impossible que A et ~ A
spient P'une et l'antre L-valide, notre hypothése
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initiale est intenable : il faut admetire
!i;a;:-n:iulu L-valide est un théorime, Lquf-sﬁﬂ:ﬁ
Iu%iq I;:n:;:-. complet pour les formules puremeny
n regle générale, pour une théori :
niiatxque déterminée, la question de :a:giﬂ;-th;:
}3 e est saturde n'est pas simple, Un Téﬁuitg:
ameux dans ce sens est celui de Godel pony
un _t[}Spqstht' formel de Parithmétique - ce]-lqiil.-
p_?s:llf mwest pas saturé, Godel v construit expli-
ﬂi emenl une formule close indécidable {ni elle
;1 84 négation ne sont déductibles, si du mioigs
t;: systéme est cohérent), Celto formule, cepen-
H;}t' esl hlpn é'l._’:l_luah!a dans le modéle « nopr
m] d: du dispositif : les nombres enliers natu.
rels ; olds de .]‘““.'5 opérations usuelles. Dans ce
mfd i}:, Ia negation de la formule indéeidah)e
F:rirh uﬂgiqﬁeest. ;:lreéqun le systtme formel de
25l sémanti
puI:JFr s ]:!nudélc nurmnfnhqucmﬂnt incomplet
ous allions cependant établir le résaltul oo
néral suivant : Toule théorie cohérente ;d::;r-r
une extension saturée (Lindenbaum).
qu-lih:lu:l nttléitiu{;ﬁ 'l; sera_simplement un systin.
us les axiom 5 , bve
tui}lemm:tt, d':;utrc-s nxinmg.ﬁ. 0 i i
ne  extension d'une théorie T ici @
théorie T’ lelle que tous les théerg:;e;mdt?n'l:
nm?t aussi des théorémes de T, T* est exprimée
avec le méme langage que T, et & done les meémes
:;xprensinng bien formées. Le lemme de Lin-
I-::rcé:-l‘;'}um joue un réle décisif en théorie des
:m 2 es. Dans la version élémentajre que nous
ﬂn_ onnons, il repose essentiellement sur 1a
?;l::gfni'ﬁl%s suﬂeaI de marques (des formules',
't & {que 1
d:sg:nse est uam;r:h?:fi SeMargiesdant oo
n suppose en effel qu'on a -
?émter touies les fnrguuiex cﬂiel;m:i%ﬂ'rcl ‘:::t
i_1, F2., Fn.., cet ordonnancement, Cﬁaqur
iarmulc Fn étant une suite finie de margues, el
€3 marques etant elles-mémes numérgtables
(dénombrables), cette supposition est justifiée
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On examine alors I'une aprés I'auire les for-
es, pour définir par récurrence une suife de

héories.

. La théorie TO est la théorie T elle-méme,

= 5i ~ F1 est déduoctible dans TO, T1 est Ia
“théorie TO,

8l ~ F1 n'est ’Fas déductible dans T, T1
est |a théorie (TO L F1),

" Si ~ F2 esl déductible dans T1, T2 est la
théorie TI,

Bixi ~ F2 n'est

. est la théorie

Si ~ Fa+1 est déduoctible dans Ta Ta s
est la théorie Tk,

8i ~ Fas+i n'est pas déductible dans Tw,
Tz +1 est la théorie (Ta- Fna 1),

...................... R R

as déduelible dans TI1, T2
1 + F2).

"}
Pu A

" Le lecleur se servirn du résuliat de notre
paragraphe 5 pour montrer que si la théorie Ta
gt cohérente, la lhéorie Thr s+ l'est aussi. Si
¢ TO, c'est-i-dire T, est cohérente, la réeur-
ce nous permet de conclure gue loules les
théories Ts de la suile le sont aussi,
Considérons la théorie T' obtenue en prenant
tous les axiomes de toutes les théories TO, Tl.,
Ts.... Cette théorie est elle aussi cohérente, si
T est cohérente comme on peut le vérifier. D'au-
tre part, elle contient (entre aulres) tous les
omes de TO, donc tons ses théorémes, C'est
n une extension de T. Reste 4 établir sa satu-
ALIOn.

 SBopit Fs une formule gquelcongue, donnée avec
son rang n dans le numérotage. Ou bien ~ Fa
se déduit des axiomes de la théorie Tw — 1. Elle
alors un théoréme de T, qui econtient tous
ces axiomes. Ou bien elle ne s'en déduit pas.
Mais alors, la régle de eonsiruetion de la suite
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des théories monire que Ta est (T=-1--F.)
Fa est done un axiome de Ts, et par soite de T
Par conséquent, quelle que soit Fa ou ~ |,
ou Fu sont déductibles dans T*, qui est
théorie saturée, 3 S
On remarquera que ce théoréme est propre.
ment sémantique en ce qu'il n'est pas effectif .
on peut trés bien ne pas savoir décider & 'avan-
¢e, par une procédure mécanique invariable, par
un montage seriptural, si, & 'étape de rang n,
la formule ~ Taas1 est, ou n'est pas, dédue-
tible dans la théorie To. 5i on le peut toujoors,

c'est que la théorie Ta est décidable : c'csl |4
une propriélé trés forle, mais malheureuscment
trés rare, pour un dispositif formel. C'esl ainsi
fque S est déeidable, mais que la théorie adme!-
tanl des relations binaires — des expressions du
lype Bix, v} —, avee les mémes schémas d'asio-
mes que SP, ne 'est déji plus.

8 : LE THEOREME DE COMPLETUDE

L'idée qui gouverne la démonstration du thro-
réme de complétude est de prendre pour modile
d'une théorie, supposte cohérente, des éeritures
de la théorie elle-méme. C'est 12 une procédure
remur?uuhl_l:. oi le montage formel articule
deux fonctions simullanées : Vinseription des
théorémes et le traitement sémantique de cer-
taines de ses propres piéces,

Remarquons d'abord que les marques syn-
taxiques peuvent toujours &tre elles-mémes trai-
tées comme un matérian sémantigue dans l&
mesure oi leurs listes forment des ensemblas
de margues,

L’univers du modéle que nons allons cons-
truire est, en fail, une extension d'un ensembhlz
de marques particuliétres : celui des constantes
individuelles de la théorie considérée.

On notera qu'il est en effet possible d'ajoutar
arbitrairement de nouvelles marques de cons-

a0

antes & un systéme mathématico-logique : cette
nsion est cohérente si la théorie de départ
aussi, comme on le vérifle aisément (cf. par
nple, dans la bibliographie (), page 6b).
est ainsi a4 des constantes que nous allons
gner la fonction d'étre les éléments d'un
univers. Les prédicats s'interprétent alors de
a facon suivante ; au prédicat P, on [ait cor-
pespondre le sous-ensemble composé des mar-
gues a tel que Pla) soit un théoréme de la
héorie considérée. Notons que si notre systéme
admeltait des relations binaires (par exemple),
on ferail correspondre & une relalion R les cou-
ples de constantes (a, b) tels que R(a, b) soit
déductible. La procédure esl générale, et ne dé-
pend pas de la restriction de notre exemple aux
senls prédicals & un argument.

C’est 1h que se nouent les deux fonclions :
P(a) est valide si et seulement si Pla) est déduc-
fible. Ce point de saturation entre syntaxe et
émantique commande le développement de la
preuve, comme certains de ses effels paradoxaux,
sur lesquels nous reviendrons.

" Enumérons maintenant, comme précédem-
ment, non pas toutes les formules de T, mais
foutes les formules qui ont une seule variable
libre. Soit F1, F2.., Fn.., cette énumération. A
chacune de ces formules, on associe une cons-
ante individuelle du modéle envisagé.

" Pour cette numérotation, on prend quelques
précautions de différence dans les marques, en
utilisant librement la possibilité d'ajouter de
imouvelles constantes,

~ Le but essentiel de ces précautions est :

'1*) éviter que la constante associée & Fn flgure
déja, soit dans l'éeriture de Fn, soit dans
¢ des formules Fn-k qui la précédent
~ dans la liste.
'2=) gyiter que la constante associée 4 Fn figure
dans les axiomes mathématiques (autres
ue cenx de SP) que la théorie comporte
eventuellement.
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Considérons maintenant toutes les formuies
Sa duo type

b T mi} Fa—= ~ Fx {'h‘l'FI}

oll © est la variable libre de Fa, et b la cope
tante assocife & Fo.

On va construire, 4 I'mide des formules &,
une sqlte infinie d'exiensions de la théorie ini-
tiale T, en procédanl de la facon suivanie .

™ =T

TL=T + 8§t

T2 = T 4- 81 4 82

To:= To=14 8, soil : T 4 851 4 4 &

Ces théories adjoignent done & T des axicmus

(les formules Sq) ot se marque une connexion,
inlerne an montage, enire les formules 4 une
seule variuble libre et des constantes indivi-
duelles, eonnexion garantic par le numérolage
striel des piéces de ce monlage, Ce dispositii
esl en somme conlrdlé par un étiquetage par
ticulier des formules & une variable libre.

La valeur prineipale de ee conlrile s'attache
au résalinl sojvant

Si T est cohérente, toute thédorie Tw Uest aussi,

Nous allons une fois de plus raisonner par
une sorte de réeurrence descendante, combince
A un raisonnement par l'shsorde : nous allons
monlrer que si Tw esl incohérente, Te -1 est
aussi, ¢t done, finalement, TO (soit T).

Le lecteur commencera par relire la démons-
lration do théoréme de la déduction (para-
graphe 4 de 'Appendice). I se eonvainera gue
son résultal suppose senlement gue la théoric
considérée ecomprenne les axiomes de SP, ¢!
n'ail pas d'autres régles de déduction que s
séparation el la généralisalion. Autrement dit.

B2

gtant donnée une extension mathématico-logique
§e SP, il est toujours vrai que si B est déductible
s 1a théorie (T - A), ol A est une formule
se, (A — B) est déductible dans la théorie

de T.

] Supposons que T soit incohérente. On y peut
lors déduire n'importe quelle formule, et, par
) o~ 8z, Mais Tn n'est autre que
(T= - 1--Ss). Le théoréme de la déduction
mous permet donc d'affirmer que (Sa— ~ Si)
est un théordme de Thw- 1.

 Ta-1 étant une extension de T, donc de SP,
on y a la déduction :

|—(8n — ~ So) = ~ 5n Axiome 4
— ~ S Séparation

Ainsi, en remplacant 8= par son éeriture comi-
:‘Iéte, on a, dans Ts -1, le théordme :

(s b— ~ [~(Ux)Fa = ~ Fatb/x)]

_I,_Nous admettrons ici sans démonstration les
deux schémas de théorémes suivanls, dédueti-
bles, par I'emploi de lu seule régle de séparation,
‘des axiomes 1, 2 et 5 de SP (exercice éventuel) :

Remplagons A par la formule (Ux)Fa, et B
- par Fa(b/x), b étant toujours la constante asso-
ride 4 la formule Fu. Nous avons alors le théo-

' réme suivant de SP (done de Ta - 1, qui est une
extension de SP), simple variante du schéma (2)

ci-dessus :
(4) [— ~ [~ (Ux) Fa — ~ Fa (b/x)] = ~ (Ux) Fa
Ce théoréme de Ta-1 et le théoréme (1)

-

établi ci-dessus donnent, par séparation :
(A) — = (Ux)F:

B3




Maintenant, le schéma (3), avec les mémes
substitutions, justifle (toujonrs dans T-_,

— [.-..u ('UI}'FII — Fu{hf!)} - Fn(h,r"'EJ I
Soit, par séparation encore :
(B} \— Fa(b/x)

Nous allons montrer que (A) et (B), théorémes
de Tu-3, impliquent I'incohérence de celte
théorie,

Examinons unc déduction de (B) dans T- - |
Remplagons partout, dans cette déduction, |a
constante b par une variable y qui ne figure dans
aucune des formules de cefte déduction, Celle
opération est toujours possible, puisque la liste
des variables est infinie, et gue toute déduction
cst finie. Mais d'autre parl, cette opération n'sl-
tére pas le caractére déductif de la suite. En
effet, les axiomes purement logiques sont par
elle transformés en d'autres axiomes logiques,
correspondants au méme schéma (vériflcation
¢élémentaire). Les axiomes mathématiques ne
sont pas concernés, puisque nos précautions
dans le choix des constantes associées garan-
tissent que la constante b ne figure dans aucun
de ces axiomes. Les axiomes S1, S2,.. S |
enfln ne sont pas non plus concernés, et pour
la méme raison. Quant aux régles de déduction,
il est clair qu'elles jouent toujours : la sépara-
tion, parce que la substitution est uniforme ; la
généralisation, parce qu'elle ne concerne pas la
constante b, ni n'atteint la variable ui, ne
figurant pas dans la déduection initfale, n'est
nulle part quantifide,

Nous obtenons ainsi le résultat suivant
8'il existe, dans Tu-i, une déduction de

Fu(b/x), il en existe certainement aussi une de

Faly/.
ar généralisation, nous obtenons alors dans

mn-1 1

(C) (— {UF}FJ!{F;!.}
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Mais nous avons anssi démoniré :
B) — ~ (Ux)Fy

. Or mous avons dans Te-1 le fragment dé-
ctif suivant :
— (Uy)Faly/x) = F=

placement de y par x, qui n'est pas lié
dans Fa)

= (Us) [(Uy) Fa (3/x) = F.l

— (Ux) [(Us) F. (y/3) = Fa] = [(Uy) Faiy/x) - (Ux) Ful
'I"{u!.xinmu 7 : applicable ici, car x ne figure pas
dans (Uy)Fa(y/x})

— (Uy)Faly/x) — (Ux)F=
— {UI}Fu

Ainsi (Ux)Fs est déductible dans Ta -1
mais ~ (Ux)Fs I'est auvssi (ci-dessus, proposi-
‘tion (B)). Il en résulte que Ta-1 est certai-
nement incohérente. On y a en effet, A étant
une formule quelconque, le schéma déductif
- suivant :

Axiome 6

Séparation
Séparation (par C)

— (Ux)Fe = [~ (Ux)F= — AI Axiome 3
— ~ (Ux)Fs — A Séparation
= A Séparation

Comme A est quelcongue, il est bien clair que
n'importe queileq formule est un théoréme t_dr.
Ts-1, ce qui est la définition méme de I'in-
echérence. : )

§i done Ta est incohérente, T= -1 I'est aussi.
Par ¢ descente > on voit immédiatement que
To = T est incohérenle. Nous pouvons affir-
mer que réciproquement, si T est cohérente, Tx

'est aussi, quel gue soit n. )
Appulm;sqmamtenant TU la théorie obtenue
par adjonction aux axiomes de T de tons les

énoncés do type 5= ; om, si Pon veut, la théorie
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union de toutes les théories Tn. & T est coh.
rente, TU "'est anssi. En elfet, supposons qu'in
puisse déduire A et ~ A dans TU. Ces deys
déductions sont finies, et n’utilisent qu'un nom-
bre fini d’axiomes du type Sn. Elles son! done
intérieures 4 une théorie Tn (celle qui contiep|
P’axiome Sn de rang le plus élevé utilisé dans le-
déductions de A et de ~ A). Tn, of I'on déduil
A et ~ A, est alors incohérente (raisonncment
déjh indiqué et repris ei-dessous), ce qui, nous
I'avons montré, est impossible, si T ne I'est pas.

Maintenant, d’aprés le lemme de Lindenbaum.
si T est cohiérente, done TU, il existe une exten-
alon saturée de TU, soit TU’; comme TIUT o)
une exlension de T, TU’ est une extension salu-
tée de T. Nous pouvons lravailler dans TU’ aver
la strueture sutorante envisagée (Pia) valide =
et seulement si, Pa) déductible). §i eelte struce
ture est modéle pour TU’, tous les axiomes o
TU* y sont valides, done tous ceux de T, dont
TU* est une extension.

Nous allons en fait élablir directement un re-
sultal plus fort : une formule close de TU* cxt
un théoréme si el seulement si elle est valide

our TU ; « &re un théoréme » el ¢ élre une
ormule wvalkle dans lan strocture-suturante -
sont des énoneés équivalents.

. La restriction aux formules closes est sans
importance.

Le lecleur montrera en effel que :

— 51 F, ot x est libre, esl valide (Ux)F 1'est
aussi, et réciproguement (utiliser la régle 5
el la définition de la validité).

— Si F, ol x est libre, est un théoréme, (Ux F

T'est aussi (généralisation) et réciproquement
{axiome @),

Nous raisonnerons par récurrence sur e
nombre de signes logiques qui figurent dans une
{![)IPTME close. On entend par signes logiques :

)y ey —,
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i la formule ne contient aucune marque de

Et: :;pe. elle est de la forme P(a), La défini-
fion méme de notre structure est que P(a)
n'cst un théoréme que si Pa) est valide, et
réciproquement.
On formule 'hypothése de récurrence ;. sup-
posons gque loutes les formules closes com-
portant moins de n signes logiques solent des
théorémes si et seulement si elles sonl va-
lices pour la structure. On va démontrer qu il
en va de méme pour unc formule close qui
comporte n signes logiques,

Soit A une telle formule, Elle peut s'écrire :
ou ~ B (B posséde n — 1 signes logiques) ;
ou (B — C) (B et C ont & cux deux n — :
signes logiques) ; ou (Ux)B (B ayant n —
signes logiques).

]
1* cas - A s'éerit —~ B.

__ Si ~ B est valide, B ne I'est pas. D'aprés
Lhypothise de récurrence, B n'est done pus bun
lhgﬂﬂ‘tme. Mais TU’ esl saturée. Done ~ B es
un théordme. *

__ S ~ B n'est pas valide, B l'est. Donec B
est un théoréme t%ypnl,h{-sc de récurrence).
Alors, ~ B ne l'est pas. En effet, TU" est sup-
posée cohérente (puisque T est supposée telle).

si ~ B et B étaient I'unc et 'antre des théo-
rémes, on pourrait déduire dans TU’ n'im orte
welle formule €, et TU’ serait incohérente. Rap-

pelons qu'en effet, la suite :

B—+(~8B—=20
~ B = C
G

i rs nne dédoetion {exegnine-généralmu-
:;F:f;]:i‘:}:ﬂ: démonstration fqite ci-dessus).
Ngoions au passage 1"équivalence, pour nut:l'e
systéme SP, de la définition « classique » de E:
cohérence (ne pas admettre & la fols un enon
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el sa négation) et de celle que nous avon
née (ne pas pouvoir déduire n'importe q'ugiﬁ&n.

2* caz : A serit (B — C).

— 8i (B — C) n’est pas valide, C = Fa
B = V¥ri (régle d). L'hypothése de ré{:urr;nfft
impose que B soit un théoréme, et que C 1o
le s0it pas. Mais la saturation de TU impose :
si C n'est pas un théordme, ~ C I'est. Dans ces
conditions, (B — C) n’est certainement Pas un
:}E-tfgcrll;h&]e, Enr E;!l ]}'étail. B 1'#tant, C le serail
e separalion), et ~ C 1'é
serait incohln;renic. il
— Si (B — €) est valide : Ou bien C est
valide, et est done un théoréme, par I'h}fpnl‘h::f
de réeurrence ; mais C — (B — C) est un axio
me ; par aépgruliun. (B — C) est un théoréme.
. Ou bien € n'est pas valide, mais alors B non
ﬂgiu(r:ifl: t3}. Il]i cn] résulte (hypothése de récur-
: aturation) que ~ B est :
On a alors la ddducl?on ! TR Do

~B = (~~B8B 5 (axiome 3)
(~~18 20 (séparation

Nous admettrons, sans autre développemen!,
que dans toute déduction, ~ ~ B pgﬁf étre
remplacé Ear B (ceci implique diverses manipu-
lations déductives & partir n?es axiomes 5, 2 et 1
Done, (B — C) est un théoréme.

3 cas : A s'éerit (Ux)B

. Si {LT:)I_3 n'est pas un théoréme, ~ (Ux)B
Pest (saturation). Mais TU’ contient tous les
axiomes de TU, dont il est une extension, et donc
toutes les formules du type

~(Ux)Fn —» ~ Fn(a/x),

ot Fn est'une formule 4 une senle variahle libre,
et a la conslante « associée » 4 Fn. Comme
(Ux)B est une formule close, B ne contient gue
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.'-_- wvariable libre x. Parmi les axiomes de TU",
- ¥ a done woe formule :

~ (Ux)B — ~ B{h/x)

Par aéparalion, ~ Bib/x) s'avére étre un théo-
réme de TU’. Donc B{b/x) ne I'est pas (cohérence
de TU"), et conséquent (hypothése de récur-
Tence) Bib/x) n'est pas valide. Il en résulte gue
(Ux)B ne saurait étre valide (régle 5).

— 53i (Ux)B est un théoréme, quelle que soit
a constante a, on sait que (Ux)B — B(a/x) est
un axiome (cf. schéma d'axiome 6), et que done,
par séparation, B(a/x) est un théoréme. L'hypo-
thése de récurrence garanlil alors la validilé de
B n{x}ﬁ}pﬂur tout a, et donc celle de (Ux)B
Egle .
inalement :

1) Les formules closes avec zéro signe logique
sont déductibles dans TU" si, et seulement si,
ﬂles sont valides (pour la structure-suluran-
Bl

2) Toutes les formules closes avec moins de

n signes logiques étant supposées déductibles

si el seulement si elles sont valides, il en va

de méme des formules closes avec n signes.

Done (par usage informel du sechéma de récur-
rence sur les nombres naturels), pour les for-
- mules closes de TU’, déduoctibilité el walidité
- {dans Ia structure en question) sont équivalentes.
En particulier, la siructure est moa..e pour TU’,
done modéle pour T, dont TU”’ est une extension.

Les senles hypothéses concernant T sont sa
cohérence (gui garantit celle de TU’) et sa lo-
gigue sous-jacente (nos axiomes pour SP). Nous
pouvons donc conclure ;

A) Toute théorie mathématico-logique cohé-
rente qui est une extension de SP admet un
modéle (théoréme de Henkin).

Dot 1'an tire, comme nous 'avons fait re-

marquer au paragraphe 6 :
8o



B) Le systtme SP permel de déduire toute-
}'?EI I?jrmu_Tes purement logiques dont son mute.
el de signes aunlorise 1 iph S0t
decfﬁdel}.g mmseripbion (théoréms

s résultats sonl la pierre angulaire de ton:
1a lﬂg13ue mathématique. A'uutgns un résu!laﬁl
¢ paradoxal > : nolre modéle est dénombruhle
puisque son univers est composé d'une liste ny.
mérolée de marques. Done :

Y Tuu_te Lhéorie malhématico-] iue consis:
tante qui est une extension de ;E admel uy
modéle dénombrable (théoréme de Léwenheim
Skolem).

Ainsi, méme une théorie formalisée visan!
4 inscrire la structure de domaines mathémg-
tiques non numérolables (comme par exemple
les points d'une droite) admet aussi des modéles
l:iér_l‘umhruhlesi

Jest dire qu'avcun dispositif formel n'échap
Hl.'..l'l. la nécessité de pouvoir inserire sa propre

nitude, soit la matérialité diseréte des marques

ui dé}:]ﬂmnt en son sein le processus d'insecrip-
lon. Un monlage expérimental est toujours cn
méme temps expérimentation du montage,

an
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Syntaxe

a) Alphabet

—_ ccn_:;tanles._ individoelles
— variables individuelles
— constantes prédicatives

v iy h: L h’, 05l
- X ¥ Z X, ¥z
: P, Q, R, P, @,

— connecteurs logiques : ation : ~ ;i
TV giqu : négalion : ~ : im
— %Uunflﬂnuteurs

. : universel ; U ; existen-
tiel - U ; existen

b) Régles de formation

fur;éﬁa;)' P(z), ele. sont des expressions bien

— si A et B sonl des expressions bien for-
;rmes,‘ ~ A, (A — B) sont des expressions hien
ormeées ; et (UxjA, (Ex)A, sont dos pEpressions

bien formdes (sl : ic
sl e5 (sl x est libre dans A et A bien

¢) Régles de déduction

et?fi: itrg';:e!j sgn{lrdes ulxprcs.viiuns bien formdes,

i— Indiquant que la formule qui suit
nu‘déjﬂt ¢té déduite, on a les schémay L+u1é1||iu;ll':i|f::
suivanis :

8 A
Généralisation —————— § i
alisation — oA Sépuration

(A — B)
= A

— I
d) Axiomes, logiques (valides dans toute struc-

ture), et mathématiques (caractérisant la théo-
rie formelle considérée),



g LdeieiieE J daxiomes au S_VSIE.’.'II. PJ.LI'E].I.IL‘H].L LY o
gique SP (Cf. Appendice).

Azl : A (B A)

AX2: [A=(CoD)] 5[(A=-C = (A D))
Axd: A= (~A B

Axd (A ~A)—p ~A ‘

AxS:im~A S A {
Ax 6 (Ux)A — A (f/x), ol x estli
ol { est soit une constante, soit
liée dans une partiec de A of x e
Ax 7 1 (Ux) (A= B) - [A - (Ux B], si x n'est
pas libre dans A,

e) Quelques définitions el écrit

— Une variable est dile libre dans une expres-
sion bien formée si elle ne tombe pas duns le
-:'.hami:_ d'un quantificateur. Autrement, elle est
lide, Ex. : dans la formule (Ex)(P(y) — Qx)),
¥ est libro, et x lide,

— Une formule cst close si elle ne conlient
aucune variable libre. Aulremenl, clle est ou-
verle,

— A(f/x) désigne la formule obtenue en rem-
plagant, dans la formule A, la wariable libre x
par la marque f (constante Individuelle ou va-
riahle),

— 5i une formule A contien] les varinbles
libres x, y, z.., une fnstance clos¢ de A est une
formule du lype Ala/x)(b/y)(e/2)..., ob toutes
les voriables libres de A sont semplacées par
des constantes. 7

Sémamfguf

a) Stroctlure

— Un ensemble V, appelé univers, dont les
¢léments sont nolés u, v, w.. On adonc : n g V.

— Une [amille de sous-ensembles, éventuelle-
ment vides, de V, notés [pV] [qV], [rV]...

— Deux marques : Vri et Fax,

b) Inierprétation dans une structure donnée,

— Une fonction I qui :

4 chaque constanle individuelle du sys-
téme (syntaxigue) assigne un élément de 'uni-
vers V. On a par exemple ;: fla} = u;

i chaque constante prédicative du sys-
teme assigne un sous-ensemble de la famille qui
définil la struclure. Par exemple : {{P) = [pV].

¢) Evaluation des formules closes pour une
structure donnée. '

Régle 1 : P{a) = Vri si, el seulement si,
[(n) € [(I*) (par exemple, si u ¢ [pV]). Sinon,
P(a) = Fax.

Régle 2 : ~ A=Vrl sl, et seulement sl
A = Fax. Sinon, ~ A = Fax

Régle 3 : (A — W) = Fax si, et seulement si,
A = Vri et B = Fax. Dans lous les autres
cas, (A — B) = Vri.

Régle & : (Ex)B = Vri si, et seulement si, il

existe au moins wne constante individuelle
a felle gque A(a/x) = Vri. Sinon, (Ex)JA = Fax.




Sémmﬁz‘z'gﬂf

a) Strocture

— Un ensemble V, appelé univers, dont les
éléments sont notés w, v, w... On a done : u g V.

— Une famille de sous-ensembles, éventuelle-
ment vides, de V, notés [pV] [qV], [rV]..

— Deux margques : Vri et Fax.,

b)) Interprétation daks wne strucfure donnée,

— Une fonction [ gui :

& chaque constante individuelle du sys-
téme (syntaxique) assigne un élément de I'uni-
vers V. On a par exemple : fla) = u;

4 chaque constante prédicative du  sys-
tome ussigne un sous-ensemble de la famille qui
définit la structure. Par exemple : {(P) = [p%]_

c) Evaluation des formules closes pour une
structure donnfe, '

Régle 1 : P(a) = Vri si, et seulement si,
f{a) £ [(P) (pur exemple, si u € [pV]). Sinon,
F(a) = Fax.

fegle 2 : ~ A=Wri si, et senlemen! s,
A = Fax. Sinong =~ A = Fax.

Régle 3 : (A — B) = Fax =i, el seulement si,
A = Vri et B = Fax. Dans tous les autres
cas, (A — B) = Vri.

Régle 4 : (Ex)B = Vri si, el seulement si, il

exisle au moins une constante individoelle
a telle que Afa/x) = Vri Sinon, (Ex)A = Fax.

fegie o 7 \WE)A = ¥I1 51, el selllement s, pour
ioute constante individuelle 2 on sait que
Ala/x) = Vri. Sinon, (Uz)A = Faz.

d) Validité

Une formule A d'un systéme formel est pa-
lide pour une structure si, pour toute instance
close de A, soit A, on a A* = Vri.
e} - Modéle

Uxe sSTRUCTURE EST MODELE POUR UN SYSTEME
FOHYEL 5 TOUS LES AXIOMES DE CE SYSTEME SONT
VALIDES POUR LA STRUCTURE.





